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Kurzfassung: DieserBeitragbehandelein Verfahrenzur Quellencodierungon Bildsigna-
len. Eswird gezeigt,wie selbséhnlicheStrukturenin natirlichen Bildvorlagen,die als eine
spezielleForm der Redundanzaufgefalitwerden,zur Datenkompressioausgenutziverden
konnen.Die GrundlagerdiesersogenanntefraktalenCodierungwerdeneingefihrt und an-
handvon Beispielenausder Stand-und der Bewegtbildcodierungowie der Codierungvon
Farbbildernerlautert.

1 Einleitung

Die bekannten/erfahrerzur Datenkompressiowon Quellensignaleteruhenm wesentlichen
auf der Korrelationraumlich bzw. zeitlich eng benachbarteAbtastwerte. Nicht ausgenutzt
wird i. allg. die Tatsache,dal’ sich in Signalen auch statistischeBindungen zwischen
nicht benachbartefeilen finden lassen,die bei Verwendungherkbmmlicher Verfahrenzur

Datenkompressiommeist ungenutztbleiben. Selbsahnlichkeit kann in diesem Sinne als

eine spezielle Form der Redundanzeines Quellensignalsbetrachtetwerden, die auf den

KorrelationenvoneinanderentfernterSignalanteilebasiert. Die Abhangigkeitenentspringen
dabeiderTatsacheddl viele Teile desSignalsin vergrof3erter verkleinertetbzw. geometrisch
verzerrterForm an andererStelle wieder auftreten. Insbesondersveisennatirliche Signale,
wie z. B. Spracheund Bilder, einen hohenGrad an Selbsahnlichkeitauf. Fur Verfahren,
die diese Art von Bindungenzur Datenkompressiomutzen, hat sich in der Literatur der

Ausdruck Fraktale Transformationeingeliirgert.

Ausgehendvon der Tatsachedd? deterministischd-raktale,z. B. die bekannteMandelbrot-
menge,eine sehrkomplexeStruktur aufweisen jedochgleichzeitigdurch eine sehreinfache
Konstruktionsvorschrifgeneriertwerdenkdnnen hatBarnsleyvorgeschlagenjassogenannte
inverseProblemals GrundlageeinesneuenCodierverfahrenzu verwenden1]. Diesesbe-
stehtdarin, zu einem gegebenersignal eine moglichst einfacheKonstruktionsvorschrifizu
finden, aus der das urspiingliche Signal zumindestapproximativwieder rekonstruiertwer-
denkann. Da danndasSignaloderdessempproximationdurch die Konstruktionsvorschrift
vollstandigbeschriebemst, wird ein Codiegewinnerzielt, wennzur Repésentatiorder Kon-
struktionsvorschrifeine geringereDatenmengderdtigt wird als fur dasSignal selbst.

Ein besonder$reitesAnwendungsfeldir die fraktale Transformatiorfindet sichim Bereich
der Bildcodierung. Eine erstepraktischelmplementierungzur Bildcodierungvon Grauwert-
bildern wurde von Jacquinverdffentlicht [2]. Aufbauendauf diesemVerfahrenhabeneine
Reihevon Autoren Modifikationenund Verbesserungeworgeschlagenwelche die Fraktale
Transformationals ein interessante¥erfahrenfir die Bildcodierungerscheinerlassen,ins-
besonderavenn grol3ebis sehrgrolReKompressionsfaktoreerwiinschtsind.

DieserArtikel fuhrtim folgendenAbschnitt2 die Grundlagender FraktalenTransformation
ein. Es wird gezeigt,dal3 dieseals eine spezielleForm der Vektorquantisierungnit quel-
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lenablangigemCodebuchaufgefalRtwerdenkann. Der Abschnitt3 betrachtetaustihrlich die
drei Anwendungsdlle Standbildcodierungewegtbildcodierungind FarbbildcodierungDer
Artikel schlid3t mit einer Zusammenfassungnd einigenabschlie3iendeBemerkungen.

2 Grundlagen

2.1 Norm, Metrik und Eigenwerte

Das ausn Abtastwertenbestehend&ignalx = (z1, z2, . .. ,xn)T e R" wird als Punktim
n-dimensionalereuklidischenVektorraumaufgefal3t. Die “L ange” diesesVektorslaldt sich
durchAngabeeinergeeignetemMorm bestimmen.Im euklidischenvektorraumist diesedurch

(1)

definiert,wobei(-) dasSkalarproduktarstellt. DurchdieseDefinitionwird IR" ein normierter
Raumund zusatzlich durch Induktion einer Metrik

Q(XaY) = HX - YHaVXay € Rn ) (2)

die als Fehlerm®& dient, ein normierter metrischerRaum. Weiterhin lafdt sich eine zur
euklidischenVektornormkonsistenteMatrixnorm fir quadratischeMatrizendurch

Al := Ai 3
[A] Aieﬂ}iﬁ)‘” | 3)
in dem Sinnedefinieren,dal ||[Ax|| < ||A||||x|| gilt. Hierbeibezeichnet\; einenEigenwert
und o (AT A) dasSpektrum,alsodie Mengealler Eigenwerteder Matrix AT A.

2.2 Fraktale Approximation (Codierung)

Zum Zweck der Codierungwird das gesamteSignalin Nz = n/ng nicht-Uberlappende
Blocke eingeteilt, wobei n die Anzahl der Abtastwertedes gesamtenSignalsund ny die
eineseinzelnemBlocks darstellt. Fur jedendieserNg Blockewird dannein Codebucheintrag
y; auseinemnochzu definierenderCodebuchmit Np Eintragengesuchtdernachgeeigneter
Skalierungmit «;; und Addition einesOffsetsb;1 dasFehlermaf’

o(x4, %i) = ||xi — Xi|| = [|[xi — (ciyy; + bil)| (4)

minimiert. DieserErsatzwertist bei gegebenenCodebuchfir jedenBlock dannvollstandig
durchdenParametervektofa;;, b;, j) bestimmt,wobei; als Codebuchindexur denentspre-
chendenBlock aufgefal3twird.

Wie bereitseinleitenderwahnt, ist das Codebuchund damit auchalle Codebuchvektorey ;

selbstabhangig vom zu codierenderSignal x und kann ausdiesemmittels einer einfachen
Konstruktionsvorschriftdie sowohldem Coderals auchdem Decoderbekanntist, generiert
werden. Damit ist im Gegensatzu herkbmmlichenVerfahrender Vektorquantisierundpei

der FraktalenTransformatiorkein aufwendigesTraining desCodebuchegrforderlich.
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Bezeichnetmanmit F; die Matrix, die fur einenBlock x; dengeeignetsteiCodebucheintrag
y; = F;Cx auswahlt und mit P; die Matrix, die den entsprechende&rsatzvektork; =
a;;y; + b;1 andie richtige Stelle desapproximiertenSignalsx kopiert, so laf3tsich fur das
gesamteSignal der Vorgangder Approximationoder Codierungwie folgt darstellen:

Ngr Ng Ngr
%= Pi(a;FiCx +b1) = {Z Pioz,’jFiC}X +) Pibil=Ax+b. (5

=1 i=1 i=1
Gleichung(5) beschreibteine affine Transformationmit einemlinearenTeil A und einem
nicht-linearenOffset b. Die Matrix A und den Vektor b bezeichnetman als den fraktalen
Code aus dem sich ohne Kenntnis des Codebuchesaunter bestimmtenBedingungendas
urspringliche Signal x wieder rekonstruierenlaf3t. Ein Codiegewinn kann daher dann
erwartetwerden wennsichderfraktale CodedurcheinegeringereDatenmengeeprasentieren
lalt als das Signal selbst.

2.3 Decodierung

Kann zu einem gegebenerSignal x ein ParameterpaatA,b) gefundenwerden, fur das
eine fehlerfreie Approximationmoglich ist, alsofalls ||x — x|| = 0, so bezeichneiman mit
x; = x = x den Fixpunkt der durch

XfZAXf-I-b (6)

definiertenOperatogleichung. Der Banachsché&ixpunktsat43] gibt sowohleineBedingung
fur die Losbarkeitals aucheine iterative Losungsvorschriftur dieseOperatogleichungan.
Diesersagtaus,dafRder Fixpunktx ¢ die einzige Losungder Operatogleichung(6) ist und
eindeutigdurch das Iterationsverfahren

xf = lim x;; x; = Ax;_1 +b; Vxg e R" (7

11— 00

fur jedenbeliebigenStartvektorx, bestimmtwerdenkann. Voraussetzungr eineeindeutige
Losungist jedochdie Kontraktivitat der Abbildung W : x — Ax + b. Diesist dannderFall,
wenneine Konstantes < 1,s € IR existiert,fur die o(W (x), W(y)) < so(x,y) ¥x,y € R"
gilt. Mit derDefinitionderMetrik (2), derOperatornornm(3) undderAbbildungsvorschrift(5)
erhalt mandamit als hinreichendeBedingungfiir die Kontraktivitat der Abbildung W

A <s< 1. (8)

Die Ableitung einer notwendigerund hinreichenderBedingungfindet sich in [4].

Im allgemeinerialtsich jedochkein ParameterpadrA, b) finden,so daf3daszu codierende
Signal x gleichzeitigauch Fixpunkt der Operatogleichung(6) ist, d. h. in diesemFall ist
|x — x| > 0. DasCollageTheoem[1, 5, 6] liefert dannjedocheine obereAbschatzungfur
den Fehlerbei der Rekonstruktion

1 .

HX_Xngl_ |||X_X (9)

und damit eine Motivation fur die Minimierung desApproximationsfehlersx — x|| bei der
Codierung.
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Zusammenfassenlkl3t sich die Fraktale Transformationwie folgt beschreiben:Zu einem

gegebenerzu codierenderSignal x wird unter Beibehaltungder Kontraktivitatsbedingung
|A| < 1 blockweiseeine Approximationx = Ax+b gesuchtdie denApproximationsfehler
|x — %X|| minimiert. Das ParameterpaafA,b) dient als fraktaler Code deszu codierenden
Signals. Aus diesemfraktalen Code generiertder Decoderiterativ den Fixpunkt der Ope-

ratogleichungxy = Axy + b, der aufgrundder Abschatzung(9) eine Approximation des

originalenSignalsist. Da bei der fraktalenTransformatiomicht dasSignalx selbst,sondern
der als Approximation dienendeFixpunkt einer Operatogleichungcodiert wird, nenntman

dieseArt der Transformationauch Fixpunkt- oder Attraktor-Codierung[7, 8].

3 Anwendungen

Die Anfangeder FraktalenTransformatiorauf dem Gebietder Bildverarbeitungwurdenvor
allem durchdie Modellierungbinarwertiger,natirlich aussehendesilder gepiagt. Besonders
bekannteBeispielesind die von BarnsleyerzeugterFarne[1, 9]. Durch die Betrachtungei-
ner lokalen Punktdichtebei binarwertigenBildern konnenausdiesenleicht Graustufenbilder
generiertwerden. Wie einleitendbereitserwahnt, ist die Aufgabeim Rahmender Bildco-
dierungjedochnicht die GenerierungeinesBildes auseinemCode, sonderndie Erzeugung
einesbeschreibendefodeszu einemgegebenerBild.

DieserAbschnittgliedertsichin drei Teile. Im erstenTeil wird austihrlich eine Anwendung
der FraktalenTransformatiorfir die Codierungvon natirlichen Grauwertbildernaufgezeigt.
Wie im Unterpunkt3.2 gezeigt,laf3tsich unter Verwendungeineshybriden Coderkonzeptes
das vorgestellte Verfahrenleicht fur die Codierungvon Bildsequenzenerweitern, wobei
die zeitlichen Korrelationenin einer DPCM-Schleifeausgenutztwverden. Ebensoist eine
Erweiterungfirr die Codierungvon Farbbildernmoglich. Im Unterpunkt3.3 wird aufgezeigt,
wie die Korrelationenzwischenden einzelnenFarbausiageneinesnatirlichen Bildes durch
die Fraktale Transformationzur Datenkompressiogenutztwerdenkonnen.

3.1 Standbildcodierung

Der zur Zeit vielversprechendstAnsatzzur fraktalenCodierungvon Grauwertbildernvurde
von Jacquinvorgestellt[2]. Er basiertim wesentlichenauf der blockweisenApproxima-
tion einesBildes durch andere,affin transformierteBlocke desselberBildes. Vereinfacht
damgestelltlauft der Codiervogang dabeiwie folgt ab: Zunachstwird dasgesamteBild in

guadratischenicht iberlappendsogenannt®ange-Bbckeeingeteilt. Zu jedemdieserRange-
Blocke wird dannein andererBlock, der Domain-Block innerhalbdesselbemildes gesucht,
der nacheiner affinen Transformationmit noch zu bestimmenderParameternm Sinneder
Abbildungsgleichund5) dasvorgegebend-ehlermal{4) minimiert.

Die affine Transformationist hierbei nicht beliebig, sondernkann nur aus einer endlichen
Anzahl von moglichen Transformationenausgevathlt werden. Ebenfalls ist die Anzahl
der Domain-Bibbcke begrenzt,damit einerseitsder Suchaufwandn Grenzengehaltenund
andererseitaochein Codiegewinnerzieltwerdenkann. Die Mengeder mdglichenDomain-
Blocke zusammemmit der Menge der erlaubtenaffinen Transformationerbildet dann das
Codebuchfur dasgegebeneild. Da die erlaubtenTransformationerebensowie die Lage
der Domain-Bbcke auch dem Decoderbekanntsind, bestehtder fraktale Code fur jeden
Range-Blockiediglich ausdem Domain-Block-Index.einer Kennzeichnundgur den Typ der
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verwendeteraffinen TransformationdemSkalierungsfaktorr unddemOffsetb. Der iterative
Decodiervogangstartetmit einembeliebigeninitialbild. Genauwie bei der Approximation
wahrendder Codierungwerdendie durch den fraktalen Code definiertenDomain-Bbcke
entsprechendhrer Transformationsvorschritin die Stelle der entsprechendeRange-Bbcke
kopiert. Aufgrund des BanachscherFixpunktsatzeskonvegiert die Folge von Iterationen
gegendenFixpunktderAbbildungsgleichund5), dernachVoraussetzungine Approximation
des originalen Bildes ist, so dal

X; =Ax;_1+b; x=mx5= iliI?o X; . (20)
Eine typischeFolge von rekonstruierterBildern wird in Bild 1 gezeigt,wobei als Initialbild
ein einheitlichesBild mittleren Grauwertesverwendetwurde.

Bild 1 Folge von rekonstruierterBildern ausdem fraktalen
Codenacheiner, zwei und funf Iterationen.

Im Laufe der letzten Jahre wurden eine Reihe von Verbesserungemnd Modifikationen
vorgestellt,die zum einendasZiel hattendie Rekonstruktionsquabt zu verbessermnd zum
anderenden erheblichenRechenaufwandbei der Codierungzu verringern.

Wie aus(9) ersichtlich,la3tsich die Rekonstruktionsquabt verbessernndemmandenFeh-
ler bei der Approximation||x — x|| moglichstklein macht. Dieseskann zum Beispiel durch
einekompliziertereals die uniforme Blocksegmentierungeszu codierendersignalserreicht
werden. Interessanté\nsatze hierzu findensich in [10], wo verschiedendartitionierungen,
z. B. QuadtreesDreieckeo. a. verwendetwerden.Ebensdkannwie in [11] dernicht-lineare
Offsetb als eine Linearkombinationvon mehrererBasisfunktionerausgebildetverden,wo-
durch auf Kosten des Kompressionsfaktorgine Verbesserungler Rekonstruktionsquadit
erreicht werden kann.

Um den enormenRechenaufwandbei der Codierungzu reduzierenwurdenahnlichwie bei
derVektorquantisierunggine Codebuchklassifizierungnd eine hierarchisch&Codebuchsuche
eingetihrt, z. B. [12, 13].

Besonderswichtig sind auch die Untersuchungerbeziglich der Konveigenzeigenschaften
der Abbildungsgleichungda diese eine notwendigeBedingungfur das Funktionierender
FraktalenTransformationist. Die Forderungnacheinemkleinen Rekonstruktionsfehleand
die Erfullung der Kontraktivitatsbedingund8) sind, von Ausnahmenabgesehenpamlich
kontraproduktiv. Einige grundlegendeheoretischeUntersuchungerzur Kontraktivitat, die
auf der Betrachtungdes Spektralradiugier TransformationsmatribA basierensindin [6, 4,
14] zu finden.
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3.2 Bewegtbildcodierung

Die Verbreitungdigitaler Netzwerkeinnerhalbder letztenJahresetztaucheffizientereTechni-
kenderDatenkompressionoraus,dadie Zunahmedeszu tibertragendenderzu speichernden
Datenvolumengeutlich gro3erist als die der verfugbarenKanal- bzw. Speicherkapazit.
InsbesonderdildbasierendeDienste, z. B. Bildtelephonie,habeneinenenormenBedarf an
Ubertragungsbandbreit®a die bekannterVerfahrenwie z. B. H.261basiertefiir die Codie-
rung von Bildsequenzerbei sehrniedrigenDatenraterwenigergeeigneterscheinenyerden
von der “MPEG Ad-Hoc Group on Very-Low Bitrate Audio-Visual Coding” nebenmodell-
basiertenVerfahrenauchfraktale Verfahrenals mogliche Losungangetihrt.

S SNR/[dB]
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l : gen i 38
Xn dnSe a | i beBgoa ) 128 kbit/s
gmerMaske Bild- | | fraktale | _fraktaler, Peg”s BgPet S S
_+ tierung gen. | Approx.] TCode 36 7\/\”¥WW HSELEHZFE.E %Z?\SEEBBE
| | 7 N 64 kbits |
i Fraktale Codierung KH\\ /Hj/\%
T ) -\ /
| Qlteration ‘ 32 éAQ\?
‘ ; 32 kbit/s
| |Bild- || {|fraktald gﬁgﬁ Bild- |_ %
speicher | Rekonstr. gen. gen. |
i 28
Fraktale Rekonstruktion |
26
0 20 40 60 80 100 120 140
. . . Bildnummer
Bild 2 Blockdiagrammdeshybriden
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bei verschiedenematenraten.

Coderkonzeptemit fraktaler Codierung
der nicht pradizierbarerBildanteile.

Ein Ansatz, der die Fraktale Transformationauch fur die Codierungvon Bildsequenzen
verwendet,wurde in [15] veroffentlicht. Ausgangspunkist das hybride Coderkonzeptbei
dem die zeitlichen Korrelationenzwischenzwei aufeinanderfolgendeBildern durch eine
DPCM-Schleifeausgenutztverden. Zusatzlich kanneinebewegungskompensieradiktion
angewendetverden,die eine signifikanteReduktionder FehlerleistunglesPradiktionsbildes
bewirkt. Die StellendesBildes, fur die die Pradiktion versagt,werdendannmit Hilfe der
obenbeschriebenefraktalenTransformatiorcodiertund zum Empfangeriibertragen Bild 2
zeigt dasBlockdiagrammeinesmodifiziertenEncodersund Bild 3 die Simulationsegebnisse
fur eine Standardbildsequenzei verschiedeneatenraten.

3.3 Farbbildcodierung

Obwohl die meistenUntersuchungerur FraktalenTransformatiordie Codierungvon Grau-
wertbildernbehandelt,st im Sinne einesallgemeinverwendbarerCodierschemasuchdie
Berucksichtigungder Farbinformationvonnbten[16].

Die Physiologiedes menschlichenAugesist die Basisfur die trichromatischeTheorie des
FarbsehensDiesebesagtda? die Farbedesbeobachtetehichts ein Gemischvon lediglich
drei Grundfarbenist. Gewbhnlich werdendie FarbenRot, Griin und Blau als Primarfarben
der additivenFarbmischungund Gelb, Magentaund Zyan als Primarfarbender subtraktiven
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Farbmischung/erwendet.Ein Farbbildlal3tsich damitals Kompositionvon drei verschiede-
nen Farbebenerauffassen,die aufgrunddes physikalischerBilderzeugungsprozessetarke
statistischeBindungenbesitzen.

Jede Farbebeneunablangig von allen anderenzu betrachtenist die einfachsteMethode
Farbbilder zu codieren. Hierdurch wird jedoch eine grof3e Datenmengefur redundante
InformationenverschwendetBesserist dahereinegemeinsam€odierungaller Farbausige,
wie sie am Beispiel des RGB-Farbraumesm folgendenbeschrieberwird. Zunachstwird
die willk Grlich wahlbare Hauptkomponentez. B. der Grunauszug,unablangig von allen
anderencodiert, wie in 3.1 gezeigt. Hierauserhalt man den fraktalen Code (A, b) fur
die Gruinkomponenteln einemerstenSchritt wird dieserCodeauchdenbeidenabhangigen
KomponentenRot und Blau zugewiesenso da3 (A, b)r p = (A,b),. Fur einige Blocke
der abrangigenKomponentenist dies natirlich eine unzureichendeBeschreibungso daf3
fur diese Blocke eine sukzessiveModifikation vorgenommenwird, bis eine ausreichende
Rekonstruktionsquakt fur alle Farbebenerrreichtist. Die fraktalenCodesder ablangigen
Komponenten(A,b), und (A, b)y sind dannlediglich leichte Modifikationen des Codes
der Hauptkomponenté A, b).. Durch Einfiihren sogenanntetJbertragungsfunktioned/
und Up, lassensich die Codesder ablangigenKomponentenals Funktion des Codesder
Hauptkomponentéarstellenso dal(A,b)p = Ur((A,b)s); (A,b)g = Up((A,b)s). Da
die Modifikationenim CodederabhangigenrKomponentemeistnur geringsind,lassersichdie
Ubertragungsfunktionedurch eine geringereDatenmengeeprisentiererals die zugeldrigen
fraktalenCodes. Der fraktale Codefiir dasgesamtd-arbbild setztsich dannzusammeraus
dem Codefur die HauptkomponentéA, b) und den beiden Ubertragungsfunktionet/g
und Up.

4 Zusammenfassung

In diesem Artikel wurde ein Codierverfahrenvorgestellt, das die Selbsahnlichkeit von
natirlichen Signalenzur Codierungausnutzt. Die Selbsihnlichkeitwurde als eine beson-
dere Form der Redundanzeingetfihrt, die nebenden Korrelationenraumlich und zeitlich
benachbarteAbtastwerteauchtiber groRereDistanzenim Signal vorhandensein kann. Als
selbsihnlich oder zumindestteilweise selbséhnlich wurden solche Signalebezeichnetpei
denenTeile desSignalsdurch einfacheaffine TransformationerandererTeile desselbersig-
nals approximiertwerdenkonnen. Das vorgestellteCodierverfahrerkann als Sonderfallder
Vektorquantisierungnterpretiertwerden,bei der das Codebuchnicht fest, sondernabhangig
vom zu codierenderSignalist. DiesesCodebuchmul3 dem Decodernicht bekanntsein, da
dieseresunterder Voraussetzunginer kontraktivenAbbildung iterativ rekonstruiererkann.
Nach Erlauterungder notwendigemrmathematischesrundlagenwurdenim dritten Abschnitt
drei Anwendungsille diskutiert. Die Codierungvon Grauwertbilderrstellt dabeidasbreiteste
Anwendungsfeldder FraktalenTransformationdar. Hierauf aufbauendwvurde erlautert,wie
unter Verwendungdes hybriden Coderkonzeptesie Codierungvon Bildsequenzemmdglich
ist. Zum SchluBwurde gezeigt,wie die statistischerBindungenzwischendenverschiedenen
Farbebenereinesnaitirlichen Farbbildesmit Hilfe der FraktalenTransformationzur Daten-
kompressionausgenutziverdenkdnnen.
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