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Kurzfassung: DieserBeitragbehandeltein Verfahrenzur Quellencodierungvon Bildsigna-
len. Es wird gezeigt,wie selbsẗahnlicheStrukturenin naẗurlichenBildvorlagen,die als eine
spezielleForm der Redundanzaufgefaßtwerden,zur Datenkompressionausgenutztwerden
können.Die GrundlagendiesersogenanntenFraktalenCodierungwerdeneingef̈uhrt undan-
handvon Beispielenausder Stand-und der Bewegtbildcodierungsowieder Codierungvon
Farbbildernerläutert.

1 Einleitung
Die bekanntenVerfahrenzurDatenkompressionvonQuellensignalenberuhenim wesentlichen
auf der Korrelation räumlich bzw. zeitlich eng benachbarterAbtastwerte.Nicht ausgenutzt
wird i. allg. die Tatsache,daß sich in Signalen auch statistischeBindungen zwischen
nicht benachbartenTeilen finden lassen,die bei Verwendungherk̈ommlicherVerfahrenzur
Datenkompressionmeist ungenutztbleiben. Selbsẗahnlichkeit kann in diesemSinne als
eine spezielleForm der Redundanzeines Quellensignalsbetrachtetwerden, die auf den
KorrelationenvoneinanderentfernterSignalanteilebasiert. Die Abhängigkeitenentspringen
dabeiderTatsache,daßviele TeiledesSignalsin vergrößerter,verkleinerterbzw. geometrisch
verzerrterForm an andererStelle wieder auftreten. Insbesondereweisennaẗurliche Signale,
wie z. B. Spracheund Bilder, einen hohenGrad an Selbsẗahnlichkeit auf. Für Verfahren,
die dieseArt von Bindungenzur Datenkompressionnutzen,hat sich in der Literatur der
AusdruckFraktale Transformationeingeb̈urgert.

Ausgehendvon der Tatsache,daß deterministischeFraktale,z. B. die bekannteMandelbrot-
menge,einesehrkomplexeStrukturaufweisen,jedochgleichzeitigdurcheinesehreinfache
Konstruktionsvorschriftgeneriertwerdenkönnen,hatBarnsleyvorgeschlagen,dassogenannte
inverseProblemals GrundlageeinesneuenCodierverfahrenszu verwenden[1]. Diesesbe-
stehtdarin, zu einemgegebenenSignal eine möglichst einfacheKonstruktionsvorschriftzu
finden, ausder dasurspr̈unglicheSignal zumindestapproximativwieder rekonstruiertwer-
denkann. Da danndasSignaloderdessenApproximationdurchdie Konstruktionsvorschrift
vollständigbeschriebenist, wird ein Codiergewinnerzielt,wennzur Repr̈asentationder Kon-
struktionsvorschrifteinegeringereDatenmengeben̈otigt wird als für dasSignalselbst.

Ein besondersbreitesAnwendungsfeldfür die fraktaleTransformationfindet sich im Bereich
der Bildcodierung. Eine erstepraktischeImplementierungzur Bildcodierungvon Grauwert-
bildern wurde von Jacquinveröffentlicht [2]. Aufbauendauf diesemVerfahrenhabeneine
Reihevon Autoren Modifikationenund Verbesserungenvorgeschlagen,welchedie Fraktale
Transformationals ein interessantesVerfahrenfür die Bildcodierungerscheinenlassen,ins-
besonderewenngroßebis sehrgroßeKompressionsfaktorenerwünschtsind.

DieserArtikel führt im folgendenAbschnitt2 die Grundlagender FraktalenTransformation
ein. Es wird gezeigt,daß dieseals eine spezielleForm der Vektorquantisierungmit quel-
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lenabḧangigemCodebuchaufgefaßtwerdenkann. Der Abschnitt3 betrachtetausf̈uhrlich die
drei Anwendungsf̈alle Standbildcodierung,BewegtbildcodierungundFarbbildcodierung.Der
Artikel schließt mit einerZusammenfassungund einigenabschließendenBemerkungen.

2 Grundlagen

2.1 Norm, Metrik und Eigenwerte
Das aus � AbtastwertenbestehendeSignal ��� �����
	��
��	�������	������������ � �

wird als Punkt im
n-dimensionaleneuklidischenVektorraumaufgefaßt. Die “L änge” diesesVektors läßt sich
durchAngabeeinergeeignetenNorm bestimmen.Im euklidischenVektorraumist diesedurch� � ��� � � ! � 	 �#"$� %&&' �( )+* �-, � ) , � (1)

definiert,wobei
!/. " dasSkalarproduktdarstellt.DurchdieseDefinitionwird

�0� �
einnormierter

Raum und zus̈atzlich durch Induktion einer Metrik1 � � 	/23�$� � � �54 2-��	76 � 	/28�9�0� � 	 (2)

die als Fehlermaß dient, ein normierter metrischerRaum. Weiterhin läßt sich eine zur
euklidischenVektornormkonsistenteMatrixnorm für quadratischeMatrizendurch�;:<�=� � >@?BAC�DFEHGBI+J$KLJ-M  ,ON ) , (3)

in dem Sinnedefinieren,daß
�;PRQ-SUTVS;P<SWS�Q-S

gilt. Hierbei bezeichnetXZY einenEigenwert
und []\ PR^_Pa` dasSpektrum,alsodie Mengealler Eigenwerteder Matrix

PR^_P
.

2.2 Fraktale Appr oximation (Codierung)
Zum Zweck der Codierungwird das gesamteSignal in bUced f#ghfic nicht-überlappende
Blöcke eingeteilt, wobei f die Anzahl der Abtastwertedes gesamtenSignalsund f c die
eineseinzelnenBlocksdarstellt. Für jedendieserb c Blöckewird dannein Codebucheintragjik auseinemnochzu definierendenCodebuchmit bml Einträgengesucht,dernachgeeigneter
Skalierungmit n_Y k und Addition einesOffsets o�Y�p dasFehlermaßqWr Q Y�sWtQ Yvu d S�Q Y
wxtQ Y S d S�Q Y�w r n Y k j k]y o Y p u S (4)

minimiert. DieserErsatzwertist bei gegebenemCodebuchfür jedenBlock dannvollständig
durchdenParametervektorr n Y k s o Y�s�z�u bestimmt,wobei z alsCodebuchindexfür denentspre-
chendenBlock aufgefaßtwird.

Wie bereitseinleitenderwähnt, ist dasCodebuchund damit auchalle Codebuchvektorenj k
selbstabḧangig vom zu codierendenSignal

Q
und kann ausdiesemmittels einer einfachen

Konstruktionsvorschrift,die sowohl demCoderals auchdemDecoderbekanntist, generiert
werden. Damit ist im Gegensatzzu herk̈ommlichenVerfahrender Vektorquantisierungbei
der FraktalenTransformationkein aufwendigesTraining desCodebucheserforderlich.
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Bezeichnetmanmit {-| die Matrix, die für einenBlock }_| dengeeignetstenCodebucheintrag~i��� {-|���} ausẅahlt und mit ��| die Matrix, die den entsprechendenErsatzvektor �}_| �� | � ~ ����� |�� an die richtige StelledesapproximiertenSignals �} kopiert, so läßt sich für das
gesamteSignalder Vorgangder ApproximationoderCodierungwie folgt darstellen:�} ������ |���� � |�� � | � { | ��} ��� |���� �����#�� |+�#� � | � | � { | ���]} � �#�� |+�#� � | � |�� ��� } ����  (5)

Gleichung(5) beschreibteine affine Transformationmit einem linearenTeil � und einem
nicht-linearenOffset � . Die Matrix � und den Vektor � bezeichnetman als den fraktalen
Code, aus dem sich ohne Kenntnis des Codebuchesunter bestimmtenBedingungendas
urspr̈ungliche Signal } wieder rekonstruierenläßt. Ein Codiergewinn kann daher dann
erwartetwerden,wennsichderfraktaleCodedurcheinegeringereDatenmengerepr̈asentieren
läßt als das Signal selbst.

2.3 Decodierung
Kann zu einem gegebenenSignal } ein Parameterpaar� �5¡ � � gefundenwerden, für das
eine fehlerfreieApproximationmöglich ist, also falls ¢/}�£¥¤}]¢ �§¦ , so bezeichnetman mit}_¨ � } � ¤} den Fixpunkt der durch}_¨ �©� }_¨ ��� (6)

definiertenOperatorgleichung.Der BanachscheFixpunktsatz[3] gibt sowohleineBedingung
für die Lösbarkeitals aucheine iterative Lösungsvorschriftfür dieseOperatorgleichungan.
Diesersagtaus,daßder Fixpunkt }_¨ die einzigeLösungder Operatorgleichung(6) ist und
eindeutigdurch das Iterationsverfahren} ¨ �«ª­¬¯®|¯°U± }_|�²�}_| ��� }_|F³�� �´� ²<µ¶}_·¶¸9¹ º�» (7)

für jedenbeliebigenStartvektor} · bestimmtwerdenkann. Voraussetzungfür eineeindeutige
Lösungist jedochdie Kontraktivität der Abbildung ¼ ½W}9¾ � } �9� . Dies ist dannderFall,
wenneineKonstante¿ÁÀxÂ ¡ ¿Ã¸8¹0º existiert, für die Ä � ¼ � } � ¡ ¼ � ~ �/�$Å ¿WÄ � } ¡Æ~ � µÇ} ¡/~ ¸9¹0º-»
gilt. Mit derDefinitionderMetrik (2), derOperatornorm(3) undderAbbildungsvorschrift(5)
erḧalt mandamit als hinreichendeBedingungfür die Kontraktivität der Abbildung ¼¢ � ¢ Å ¿�ÀÈÂ   (8)

Die Ableitung einer notwendigenund hinreichendenBedingungfindet sich in [4].

Im allgemeinenläßtsich jedochkein Parameterpaar� �5¡ � � finden,so daßdaszu codierende
Signal } gleichzeitigauch Fixpunkt der Operatorgleichung(6) ist, d. h. in diesemFall ist¢�}�£¥¤}]¢¶É ¦ . DasCollageTheorem [1, 5, 6] liefert dannjedocheineobereAbscḧatzungfür
den Fehler bei der RekonstruktionÊÊ }5£8}_¨ ÊÊ Å ÂÂ-£È¢ � ¢ ¢�}�£¥¤}]¢ (9)

und damit eineMotivation für die Minimierung desApproximationsfehlers¢�}�£ ¤}]¢ bei der
Codierung.
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Zusammenfassendläßt sich die FraktaleTransformationwie folgt beschreiben:Zu einem
gegebenenzu codierendenSignal Ë wird unter Beibehaltungder KontraktivitätsbedingungÌ;Í<Ì=ÎÈÏ

blockweiseeineApproximation ÐË8Ñ Í Ë¶ÒÔÓ gesucht,die denApproximationsfehlerÌ Ë�ÕxÖË Ì minimiert. Das Parameterpaar× ÍÙØ ÓÛÚ dient als fraktaler Codedeszu codierenden
Signals. Aus diesemfraktalen Codegeneriertder Decoderiterativ den Fixpunkt der Ope-
ratorgleichung Ë_Ü<Ñ Í Ë_ÜÝÒ©Ó , der aufgrundder Abscḧatzung(9) eine Approximationdes
originalenSignalsist. Da bei der fraktalenTransformationnicht dasSignal Ë selbst,sondern
der als ApproximationdienendeFixpunkt einer Operatorgleichungcodiert wird, nenntman
dieseArt der TransformationauchFixpunkt- oderAttraktor-Codierung[7, 8].

3 Anwendungen
Die Anfängeder FraktalenTransformationauf demGebietder Bildverarbeitungwurdenvor
allem durchdie Modellierungbinärwertiger,naẗurlich aussehenderBilder gepr̈agt. Besonders
bekannteBeispielesind die von BarnsleyerzeugtenFarne[1, 9]. Durch die Betrachtungei-
ner lokalenPunktdichtebei binärwertigenBildern könnenausdiesenleicht Graustufenbilder
generiertwerden. Wie einleitendbereitserwähnt, ist die Aufgabe im Rahmender Bildco-
dierungjedochnicht die GenerierungeinesBildes auseinemCode,sonderndie Erzeugung
einesbeschreibendenCodeszu einemgegebenenBild.

DieserAbschnittgliedertsich in drei Teile. Im erstenTeil wird ausf̈uhrlich eineAnwendung
der FraktalenTransformationfür die Codierungvon naẗurlichenGrauwertbildernaufgezeigt.
Wie im Unterpunkt3.2 gezeigt,läßt sich unter VerwendungeineshybridenCoderkonzeptes
das vorgestellte Verfahren leicht für die Codierungvon Bildsequenzenerweitern, wobei
die zeitlichen Korrelationenin einer DPCM-Schleifeausgenutztwerden. Ebensoist eine
Erweiterungfür die Codierungvon Farbbildernmöglich. Im Unterpunkt3.3 wird aufgezeigt,
wie die Korrelationenzwischenden einzelnenFarbausz̈ugeneinesnaẗurlichen Bildes durch
die FraktaleTransformationzur Datenkompressiongenutztwerdenkönnen.

3.1 Standbildcodierung
Der zur Zeit vielversprechendsteAnsatzzur fraktalenCodierungvon Grauwertbildernwurde
von Jacquinvorgestellt[2]. Er basiert im wesentlichenauf der blockweisenApproxima-
tion einesBildes durch andere,affin transformierteBlöcke desselbenBildes. Vereinfacht
dargestellt läuft der Codiervorgangdabeiwie folgt ab: Zunächstwird dasgesamteBild in
quadratische,nicht überlappendesogenannteRange-Bl̈ockeeingeteilt.Zu jedemdieserRange-
Blöckewird dannein andererBlock, der Domain-Block, innerhalbdesselbenBildes gesucht,
der nacheiner affinen Transformationmit noch zu bestimmendenParameternim Sinneder
Abbildungsgleichung(5) dasvorgegebeneFehlermaß(4) minimiert.

Die affine Transformationist hierbei nicht beliebig, sondernkann nur aus einer endlichen
Anzahl von möglichen Transformationenausgeẅahlt werden. Ebenfalls ist die Anzahl
der Domain-Bl̈ocke begrenzt,damit einerseitsder Suchaufwandin Grenzengehaltenund
andererseitsnochein Codiergewinnerzielt werdenkann. Die Mengeder möglichenDomain-
Blöcke zusammenmit der Menge der erlaubtenaffinen Transformationenbildet dann das
Codebuchfür dasgegebeneBild. Da die erlaubtenTransformationenebensowie die Lage
der Domain-Bl̈ocke auch dem Decoderbekanntsind, bestehtder fraktale Code für jeden
Range-Blocklediglich ausdemDomain-Block-Index,einerKennzeichnungfür denTyp der
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verwendetenaffinenTransformation,demSkalierungsfaktorÞ unddemOffset ß . Der iterative
Decodiervorgangstartetmit einembeliebigenInitialbild. Genauwie bei der Approximation
währendder Codierungwerden die durch den fraktalen Code definiertenDomain-Bl̈ocke
entsprechendihrer Transformationsvorschriftan die Stelleder entsprechendenRange-Bl̈ocke
kopiert. Aufgrund des BanachschenFixpunktsatzeskonvergiert die Folge von Iterationen
gegendenFixpunktderAbbildungsgleichung(5), dernachVoraussetzungeineApproximation
des originalen Bildes ist, so daßà�á�â�ãRà_á�ä�å3æ´ç$èéà9ê�à�ëÁâ«ì�í+îá+ï�ð à_áòñ (10)

Eine typischeFolgevon rekonstruiertenBildern wird in Bild 1 gezeigt,wobei als Initialbild
ein einheitlichesBild mittleren Grauwertesverwendetwurde.

Bild 1 Folge von rekonstruiertenBildern ausdem fraktalen
Codenacheiner, zwei und fünf Iterationen.

Im Laufe der letzten Jahre wurden eine Reihe von Verbesserungenund Modifikationen
vorgestellt,die zum einendasZiel hattendie Rekonstruktionsqualität zu verbessernundzum
anderendenerheblichenRechenaufwandbei der Codierungzu verringern.

Wie aus(9) ersichtlich,läßtsichdie Rekonstruktionsqualität verbessern,indemmandenFeh-
ler bei der Approximation ó�ô5õ¥öô$ó möglichst klein macht. Dieseskann zum Beispieldurch
einekomplizierterealsdie uniformeBlocksegmentierungdeszu codierendenSignalserreicht
werden. InteressanteAnsätzehierzu findensich in [10], wo verschiedenePartitionierungen,
z. B. Quadtrees,Dreieckeo. ä. verwendetwerden.Ebensokannwie in [11] dernicht-lineare
Offset ÷ als eineLinearkombinationvon mehrerenBasisfunktionenausgebildetwerden,wo-
durch auf Kosten des Kompressionsfaktorseine Verbesserungder Rekonstruktionsqualität
erreicht werdenkann.

Um denenormenRechenaufwandbei der Codierungzu reduzieren,wurdenähnlichwie bei
derVektorquantisierung,eineCodebuchklassifizierungundeinehierarchischeCodebuchsuche
eingef̈uhrt, z. B. [12, 13].

Besonderswichtig sind auch die Untersuchungenbez̈uglich der Konvergenzeigenschaften
der Abbildungsgleichung,da dieseeine notwendigeBedingungfür das Funktionierender
FraktalenTransformationist. Die Forderungnacheinemkleinen Rekonstruktionsfehlerund
die Erfüllung der Kontraktivitätsbedingung(8) sind, von Ausnahmenabgesehen,nämlich
kontraproduktiv. Einige grundlegendetheoretischeUntersuchungenzur Kontraktivität, die
auf der BetrachtungdesSpektralradiusder Transformationsmatrixø basieren,sind in [6, 4,
14] zu finden.
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3.2 Bewegtbildcodierung
Die VerbreitungdigitalerNetzwerkeinnerhalbder letztenJahresetztaucheffizientereTechni-
kenderDatenkompressionvoraus,dadieZunahmedeszu übertragendenoderzuspeichernden
Datenvolumensdeutlich größer ist als die der verfügbarenKanal- bzw. Speicherkapazität.
InsbesonderebildbasierendeDienste,z. B. Bildtelephonie,habeneinenenormenBedarf an
Übertragungsbandbreite.Da diebekanntenVerfahren,wie z. B. H.261basierte,für dieCodie-
rung von Bildsequenzenbei sehrniedrigenDatenratenwenigergeeigneterscheinen,werden
von der “MPEG Ad-Hoc Group on Very-Low Bitrate Audio-Visual Coding” nebenmodell-
basiertenVerfahrenauchfraktaleVerfahrenals mögliche Lösungangef̈uhrt.
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Bild 3 Simulationsergebnissefür
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bei verschiedenenDatenraten.

Ein Ansatz, der die Fraktale Transformationauch für die Codierungvon Bildsequenzen
verwendet,wurde in [15] veröffentlicht. Ausgangspunktist dashybride Coderkonzept,bei
dem die zeitlichen Korrelationenzwischenzwei aufeinanderfolgendenBildern durch eine
DPCM-Schleifeausgenutztwerden.Zus̈atzlichkanneinebewegungskompensiertePr̈adiktion
angewendetwerden,die einesignifikanteReduktionder FehlerleistungdesPr̈adiktionsbildes
bewirkt. Die StellendesBildes, für die die Pr̈adiktion versagt,werdendannmit Hilfe der
obenbeschriebenenFraktalenTransformationcodiertundzumEmpf̈angerübertragen.Bild 2
zeigt dasBlockdiagrammeinesmodifiziertenEncodersundBild 3 die Simulationsergebnisse
für eine Standardbildsequenzbei verschiedenenDatenraten.

3.3 Farbbildcodierung
Obwohl die meistenUntersuchungenzur FraktalenTransformationdie Codierungvon Grau-
wertbildernbehandelt,ist im SinneeinesallgemeinverwendbarenCodierschemasauchdie
Berücksichtigungder Farbinformationvonnöten[16].

Die PhysiologiedesmenschlichenAuges ist die Basis für die trichromatischeTheorie des
Farbsehens.Diesebesagt,daß die FarbedesbeobachtetenLichts ein Gemischvon lediglich
drei Grundfarbenist. Gewöhnlich werdendie FarbenRot, Grün und Blau als Primärfarben
der additivenFarbmischungund Gelb, Magentaund Zyan als Primärfarbender subtraktiven
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Farbmischungverwendet.Ein Farbbild läßtsich damit als Kompositionvon drei verschiede-
nen Farbebenenauffassen,die aufgrunddesphysikalischenBilderzeugungsprozessesstarke
statistischeBindungenbesitzen.

Jede Farbebeneunabḧangig von allen anderenzu betrachtenist die einfachsteMethode
Farbbilder zu codieren. Hierdurch wird jedoch eine große Datenmengefür redundante
Informationenverschwendet.Besserist dahereinegemeinsameCodierungaller Farbausz̈uge,
wie sie am Beispiel des RGB-Farbraumesim folgendenbeschriebenwird. Zunächstwird
die willk ürlich wählbareHauptkomponente,z. B. der Grünauszug,unabḧangig von allen
anderencodiert, wie in 3.1 gezeigt. Hieraus erḧalt man den fraktalen Code

�	��

�����
für

die Grünkomponente.In einemerstenSchritt wird dieserCodeauchdenbeidenabḧangigen
KomponentenRot und Blau zugewiesen,so daß

�	��
�������� �����	��

��� �
. Für einige Blöcke

der abḧangigenKomponentenist dies naẗurlich eine unzureichendeBeschreibung,so daß
für dieseBlöcke eine sukzessiveModifikation vorgenommenwird, bis eine ausreichende
Rekonstruktionsqualität für alle Farbebenenerreichtist. Die fraktalenCodesder abḧangigen
Komponenten

����
���� �
und

����
���� �
sind dann lediglich leichte Modifikationendes Codes

der Hauptkomponente
�	��
���� �

. Durch Einführen sogenannter̈Ubertragungsfunktionen� �
und � � , lassensich die Codesder abḧangigenKomponentenals Funktion des Codesder
Hauptkomponentedarstellen,so daß

�	��

����� � � � �!�	��

��� � �
"#����
������$� � � �%����
���� � � . Da
dieModifikationenim CodederabḧangigenKomponentemeistnur geringsind,lassensichdie
ÜbertragungsfunktionendurcheinegeringereDatenmengerepr̈asentierenals die zugeḧorigen
fraktalenCodes.Der fraktaleCodefür dasgesamteFarbbild setztsich dannzusammenaus
dem Code für die Hauptkomponente

�	��
���� �
und den beidenÜbertragungsfunktionen� �

und � � .

4 Zusammenfassung
In diesem Artikel wurde ein Codierverfahrenvorgestellt, das die Selbsẗahnlichkeit von
naẗurlichen Signalenzur Codierungausnutzt. Die Selbsẗahnlichkeitwurde als eine beson-
dere Form der Redundanzeingef̈uhrt, die nebenden Korrelationenräumlich und zeitlich
benachbarterAbtastwerteauchüber größereDistanzenim Signal vorhandensein kann. Als
selbsẗahnlich oder zumindestteilweiseselbsẗahnlich wurdensolcheSignalebezeichnet,bei
denenTeile desSignalsdurcheinfacheaffine TransformationenandererTeile desselbenSig-
nalsapproximiertwerdenkönnen. DasvorgestellteCodierverfahrenkann als Sonderfallder
Vektorquantisierunginterpretiertwerden,bei der dasCodebuchnicht fest, sondernabḧangig
vom zu codierendenSignal ist. DiesesCodebuchmuß dem Decodernicht bekanntsein,da
dieseresunterder VoraussetzungeinerkontraktivenAbbildung iterativ rekonstruierenkann.
NachErläuterungder notwendigenmathematischenGrundlagenwurdenim dritten Abschnitt
drei Anwendungsf̈allediskutiert. Die CodierungvonGrauwertbildernstellt dabeidasbreiteste
Anwendungsfeldder FraktalenTransformationdar. Hierauf aufbauendwurde erläutert,wie
unter VerwendungdeshybridenCoderkonzeptesdie Codierungvon Bildsequenzenmöglich
ist. Zum Schlußwurdegezeigt,wie die statistischenBindungenzwischendenverschiedenen
Farbebeneneinesnaẗurlichen Farbbildesmit Hilfe der FraktalenTransformationzur Daten-
kompressionausgenutztwerdenkönnen.
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