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RESUME

La méthode de compression par fractals présentée dans ce
papier repose sur la théorie fractale des L-IFS (Local It-
erated Function System). Un partitionnement de I'image
en triangles de Delaunay diminue le nombre de transforma-
tions affines utile pour coder I'image. L’aspect adaptatif de
la méthode améliore la restitution des contours dans I'image
reconstruite.

1 Introduction

La compression d’images par fractals est une technique rela-
tivement récente puisqu’elle a été proposée pour la premiere
fois par M. Barnsley, en 1988.

Il s’agissait au départ de coder des formes fractales a ’aide
d’un nombre trés réduit de coefficients. La théorie des IFS
(Tterated Function Systems) permet en effet de générer des
images fractales simplements, décrites par un ensemble de
transformations affines contractantes. Un théoréme a en-
suite été démontré par M. Barnsley, permettant de résoudre
le probléme inverse [1].

Le codage des images réelles nécessite une adaptation de la
théorie des IFS. Une possibilité est d’exploiter les similarités
locales présentes dans I'image. A. Jacquin fut le premier en
1989 & présenter un algorithme automatique de compression
d’images réelles par fractals [7]. Celui-ci consiste & parti-
tionner 'image, et & mettre chacun des blocs carrés obtenus
en correspondance avec un autre bloc, de taille supérieure,
recherché n’importe ou dans I'image. On parle dans ce cas
d’IFS local, désigné sous le terme L-IFS. La méthode per-
met une compression de ’ordre de 8 & 15, pour des images
256 * 256.

Plusieurs chercheurs ont ensuite utilisé les L-IFS pour la
compression d’images [8, 2, 6]. Un algorithme un peu dif-
férent [9] découpe I'image en blocs carrés, et recherche I'TFS
codant chacun des blocs. Il réalise en fait une approximation
fractale des blocs de I'image a coder.

Nous présentons dans ce papier des résultats de compression
d’images réelles par fractals (L-IFS), en utilisant un parti-
tionnement en triangles de Delaunay, adapté a I'image. Ce
partitionnement augmente la qualité de I’image reconstruite,
le taux de compression, et diminue les temps de calcul pour
le codage et le décodage.

ABSTRACT
The principle of fractal image coding presented in this pa-
per is based on the theorie of L-IFS (Local Iterated Function
System). A Delaunay partition of the image support decrease
the number of affine transforms used to code the image. The
adaptive aspect of the method improves the boundaries resti-
tution in the reconstructed image.

Le chapitre 2 présente la théorie des IFS, L-IFS. L’algorithme
de codage-décodage est détaillé dans le chapitre 3. Le
chapitre 4 explique comment calculer le taux de compres-
sion. Des résultats sur des images 256 * 256 sont présentés
dans le chapitre 5. La derniére partie propose des améliora-
tions possibles de la méthode, et conclue.

2 Bases théoriques

Considérons un espace métrique (X, d) dans lequel une im-
age digitale est un point. La métrique d est une distance que
I’on décrira par la suite. Une transformation contractante
W dans cet espace est définie de la maniére suivante :
W:X—-=X

ds < 1 tel que ¥p,q € X, d(W(p), W(q)) < s.d(p, q)

Le réel s est dans ce cas appelé facteur de contraction de
l'opérateur W.

Un tel opérateur contractant possede un unique point fixe p;
dans X, tel que py = W(p;). L’itération de l'opérateur W,
partant de n’importe quel point de X, converge vers le point
py. Plus précisément on a : lim,_.oo W*(q) = py, Yq € X.
Le probleme inverse de la théorie des IFS consiste a retrou-
ver 'opérateur W codant une image. Un théoréme essentiel
(appelé "théoréme du collage”) a été pour cela démontré
par M. Barnsley. La solution est de voir I'image A & coder
comme une approximation du point fixe de la transforma-
tion contractante W. Dans ce cas, A ~ W(A). L’opérateur
retourne un résultat proche de I'image originale A, partant
d’une image quelconque, comme expliqué précédemment. Le
théoréme indique I'inégalité suivante :

d(A, A) < id(A,W(A)), ot Ay est le point fixe de W,
appelé aussi attracteur de W.

Si on minimise la distance entre I'image A a coder et 'image



transformée par 'opérateur W, alors la distance entre A et
I'image attracteur de 'opérateur W est petite, en supposant
que le facteur de contraction s de W ne soit pas trop proche

de 1.

Un L-IFS (Local Iterated Function System) est composé
d’une suite de transformations affines contractantes et lo-
cales, définies sur l'espace (X,d) : {w; : D; — X ¢ =
1,..N}.

wi(AN D;) agit dans notre cas sur une partie D; de I'image
A. AN D; signifie la restriction de 'image A a la partie
D;. Le facteur de contraction du L-IFS est défini comme :
s = Maxz{s; :i=1,...N}, s; étant le facteur de contraction
de la transformation w;.

Le L-TFS permet la construction d’un opérateur contractant
W défini (}\(f)mme :

W(A) = U wi(AND;). Ainsil'opérateur retourne une image
formée deZ l}union de parties transformées de I'image A.

3 Principe du codage - décodage

Le codage d’une image réelle A en utilisant la théorie des L-
N

IFS consiste & construire I'opérateur W tel que |J w;(AND;)
i=1

soit une trés bonne approximation de A.

Il faut pour cela construire une partition sans recouvrement

de I'image en N blocs R;. L’opérateur W réalise les ”col-

lages optimaux” de parties D; de I'image A sur les blocs

R;. Cela signifie que pour chacun des blocs R;, on recherche

dans I'image une autre zone lui étant similaire. En général,

Perreur quadratique (Mean Square Error) est utilisée pour

la mesure de cette ressemblance (figure 1).

Figure 1: Principe du codage d’une image : Les blocs R; sont sur
Iimage de droite. L’image transformée W(A) (droite) doit étre
trés proche de I'image originale A (gauche).

3.1 Partitionnement

Différents types de partitionnements sont possibles [6]. Nous
proposons ici un partitionnement de I’image en triangles de
Delaunay. Celui-ci a ’avantage de ne pas étre rigide. De
plus, le diagramme est construit dans un environnement de
type division et fusion [4, 3, 5], ce qui lui permet d’étre
adapté a 'image.

La triangulation de Delaunay d’un ensemble fini de points
T = {t,} peut étre définie comme étant 1’unique triangula-
tion a ”cercles vides”. Chaque cercle circonscrit a un triangle
de Delaunay (t;,t;,t) ne contient aucun autre point ¢; de
D. Cette triangulation présente de trés bonnes propriétés de
régularité.

Le dual géométrique est appelé le diagramme de Voronoi,
composé de polygones (figure 2).

Figure 2: Triangles de Delaunay, et Polygones de Voronoi. Les
sommets du polygone constituent les centres des cercles cir-
conscrits aux triangles. Les sommets des triangles constituent
Pensemble T'.

3.2 Codage d’une image

3.2.1 Construction des partitions

L’algorithme nécessite une partition R de I'image en trian-
gles de Delaunay. C’est sur cette structure que se font les
collages. La recherche des blocs pendant le codage se fait
dans une autre partition D, présentant des blocs de surface
supérieure, en moyenne. L’utilisation de deux partitions D
permet d’avoir des triangles avec recouvrement, donc plus de
choix pour réaliser de meilleurs collages.

L’objectif est d’avoir un maximum de ressemblance entre les
différents blocs des partitions R et D.

(a) (b) Division

(c) Division et
Fusion : 2157
triangles.

image "femme” 3476 triangles.

Figure 3: Triangulation de Delaunay : partition R.

Pour cela, la triangulation de Delaunay est construite dans
un environnement de Division et Fusion. Le diagramme
évolue de maniére dynamique par rapport a I'information
image. La procédure est initialisée avec une distribution
réguliére de points sur le support de I'image, donnant un
nombre limité de triangles. La division consiste a rajouter
des points sur le barycentre des triangles dont le niveau de
gris n’est pas homogéne (critére de variance).

La phase de division est stoppée une premieére fois pour
générer les blocs de grande taille (partition D). Une image
256 * 256 est ainsi en moyenne recouverte par 500 triangles.
La procédure de division est ensuite relancée de maniere a
obtenir des triangles de plus petite surface (fig. 3b). Elle
se poursuit jusqu’a convergence, ou s’arréte si la surface des
triangles est inférieure a une valeur limite. Le critéere d’arrét
peut aussi étre fondé sur le module du vecteur gradient, don-
nant une information sur la présence de frontiéres dans les
blocs.

La phase de fusion supprime les triangles inutiles, pour



lesquels les voisins ont une valeur moyenne de niveaux de gris
trés proche. Elle permet d’obtenir des plus grands triangles
dans les zones de I'image ou le niveau de gris est constant
(fig. 3c). Cette étape diminue sensiblement le nombre de tri-
angles dans la partition R. Ceci aura pour effet de diminuer
le temps de calcul pour coder I'image ainsi que d’augmenter
le taux de compression.

3.2.2 Construction du L-IFS

Une transformation affine w; composant le L-IFS est définie
comme :

z a; b; 0 x €
Wi Yy = ¢ d; 0 Yy + fZ
z 0 0 S; z 04

w; regroupe deux transformations et peut donc s’écrire
aussi ¥;(pi(A N D;)) ol ¢; est définie par les coefficients
a;, bi,ci,ds e;, fi et v; par les coefficients s;,0;. ¢; est une
transformation affine spatiale. 7; transforme le niveau de
gris des pixels. s; et o; controlent respectivement la variance
et la moyenne des niveaux de gris des pixels.

La transformation spatiale agit linéairement sur un bloc de
I'image (rotations, contractions, translations).

Chaque transformation w; code la maniere de passer d’un
bloc D; de "image a un autre bloc R; de taille plus petite,
lui ressemblant. Cette opération est désignée sous le terme
de collage. La transformation spatiale ¢; est contractante si
a; bl
C; dz
condition a pour effet de diminuer la surface de la base du
bloc transformé.

Le collage est optimal si la distance (erreur quadratique) en-
tre les blocs est minimale. Celle-ci s’écrit :
d(ANR;,wi(AND;)) =512 (si.dp + 0 — 7)% ot dy, et 7y,
sont respectivement les intensités des pixel des blocs D; et
R;, et ng le nombre de pixels inclus dans A N R;. s;, 0; sont
les coefficients de w;.

Dans ce cas, le facteur de contraction de la transformation w;
est égal & s7, et ne doit pas étre supérieur & 1 pour garantir
la convergence de I'opérateur W vers son point fixe, au cours
du décodage de I'image.

le module du déterminant est inférieur a 1. Cette

3.3 Décodage d’une image

Le décodage d’une image se fait en itérant 'opérateur W,
a partir d’une image quelconque B (figure 4). L’image
reconstruite est théoriquement donnée par A ~
lim, oo Wo(B). En pratique le nombre n d’itérations
est inférieur & 12. Il dépend du facteur de contraction de
I'opérateur W, et de la taille des blocs.

Y - S

Figure 4: Principe du décodage d’une image : premiére et derniére
itération, partant d’une image quelconque.

Une itération consiste a parcourir les blocs de la partition
R (dans le méme ordre que celui issu du codage). Les collages
des triangles D; sur les triangles R; sont réalisés en utilisant
les transformations affines contractantes w;. Les détails a
I'intérieur des blocs R; vont devenir de plus en plus petits
au cours des itérations. La taille de ceux-ci sera limitée par
la résolution de I’'image.

4 Taux de compression

Si la partition R d’une image possede N blocs, I'image est
codée par les N transformations w; du L-IFS. Une transfor-
mation w; est codée par :

e le numéro du triangle D; dans la structure de données
décrivant la partition D,

e la maniére de coller le triangle D; sur le triangle R; (6
possibilités),
e le coefficient o;,

o le coefficient s;.

Il a été vérifié [6] qu’il suffit de 7 bits pour coder le parametre
o; et 5 bits pour le paramétre s;. L’orientation du collage
est codée par 3 bits.

La partition D étant construite dans une structure de don-
nées de type graphe de Delaunay, il n’est pas utile de coder
les positions des germes de chacun des triangles. Un trian-
gle est mémorisé par son numéro dans le graphe. Celui-ci
dépend du nombre M de triangles dans la partition D. Il est
égal a lentier supérieur de log,(M). En général, le nombre
de blocs D; ne dépasse pas 1024, et donc le codage d’une
transformation w; nécessite 25 bits.

Les partitions adaptées a I'image doivent de méme étre mé-
morisées. Il suffit pour cela de coder les phases de division et
fusion, partant d’une distribution réguliére de points, donc
de triangles de formes homogeénes. La division d’un trian-
gle lors de la construction du partitionnement est codée par
un 1, la non-division par un 0. On récupére a la fin une
suite de 0 et de 1 qui est encore facilement compressible par
des techniques classiques de compression. La mémorisation
des partitions ne représente donc pas une grande quantité
d’information.

La formule donnant le taux de compression d’une image de
taille 7'+ 7" numérisée avec 8 bits/pixel est donc :

1. = % ou N est le nombre de triangles dans la par-
tition R de I'image et X le nombre de bits pour coder les
partitionnements de 'image.

5 Résultats

Nous présentons dans ce chapitre des résultats sur des im-
ages de taille 256 % 256, en niveaux de gris, 8 bits par pixel.
Le rapport signal a bruit est généralement utilisé pour
mesurer la qualité d’une image décodée.

Celui-ci est donné par la formule :

RSB = 1010g10(%

par pixel de I'image originale, ng le nombre de pixels dans
I'image, p; l'intensité des pixels de 'image originale et v;
I'intensité des pixels de 'image reconstruite.

L’image ”femme” est compressée en utilisant les deux parti-
tionnements présentés en figure 3, (fig.5). Dans le deuxiéme

) avec n le nombre de bits



cas (fig.5b), le taux de compression est supérieur, alors que
la qualité visuelle de I'image reconstruite est restée sensible-
ment la méme. Les erreurs sont visibles dans les zones ou
les frontiéres sont trés marquées (importantes discontinuités
dans les niveaux de gris) car les collages sur ces parties de
I’image ne sont pas optimaux. Pour chacun des triangles R;,
le choix de son correspondant est limité. L’image d’erreur
montre que les zones a niveau de gris homogeéne ainsi que les
textures sont bien reconstituées.

Une image sera correctement codée par les techniques frac-
tales si elle contient suffisamment de redondance. Des
formes,
plusieurs endroits différents.

Le temps de compression d’une 'image est compris entre
10 et 25 minutes et la décompression nécessite 10 secondes,
sur une Silicon Graphics Indigo™ R4000. Ces temps sont
directement liés au nombre de blocs dans la partition R.

des textures similaires dolvent se retrouver a

6 Discussions et conclusion

Des améliorations peuvent étre apportées a la méthode. Une
détection de contours permettrait de diminuer les temps de
calculs tout en améliorant la qualité de I'image reconstruite.
Le choix des correspondants des triangles de la partition R
se fait dans ce cas parmi un nombre restreint de triangles.
Ceux-ci appartiennent a la méme classe, et donc les collages
sont plus fiables. En effet, ’erreur quadratique ne permet
pas forcément de mettre en correspondance deux blocs avec
frontiére. Une classification des blocs empécherait ce type
d’erreurs.

La méthode de compression par fractals présentée dans ce
papier est comparable a la méthode dite de quantification
vectorielle. La principale différence est que la compression
par fractals n’a pas besoin d’un code-book universel. Les
transformations affines composant le L-IFS sont calculées di-
rectement sur 'image, et codent I'image. La phase de recon-
struction ne demande rien d’autre que le L-TFS.
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(a) Partitionnement R de la figure 3b. : taux
de compression = 6:1 , RSB = 30,4 dB

(b) Partitionnement R de la figure 3c. : taux
de compression = 9,5:1 , RSB = 30 dB

Figures a. et
1€ere

Figure 5: Décompressions de 'image ”femme”.
b., de gauche a droite, de haut en bas: image originale,
2teme 31eMe et 10'°™° itération (image décodée), image d’erreur

)

réhaussée d’un facteur 4.



