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Kapitel 1

Divide-and-Conquer
Verfahren und das Prinzip
der Rekursion

Der Literaturtip. Ein gutes Buch unter vielen zum Gesamt-
thema der Vorlesung ist [CLR90]. Es enthélt auch einfithrende
Kapitel zum Algorithmusbegriff sowie zur Laufzeitanalyse von
Algorithmen und zu Wachstumsraten von Funktionen (O, 2, ©).
Ein weiteres empfehlenswertes Buch ist [OW93]. Fiir das Kapitel
,Divide-and-Conquer Verfahren und das Prinzip der Rekursion*
speziell empfehlen wir [CLR90].

Ein grundlegendes algorithmisches Prinzip besteht darin, ein Problem
zu losen, indem man es in Probleme (meist desselben Typs) kleinerer Grofie
oder mit kleineren Werten aufteilt, diese 16st und aus den Losungen eine
Losung fiir das Ausgangsproblem konstruiert.

1.1 Ein Beispiel aus der
Informatik-Grundvorlesung

MERGE SORT ist ein Verfahren zum Sortieren einer Folge von n Werten,
auf denen es eine Ordnung < gibt. MERGE SORT sortiert eine Folge der
Lénge n, indem es zunichst halb so lange Teilfolgen sortiert und aus diesen
die sortierte Folge der Linge n ,zusammmenmischt“. Dies kann, wie im
Folgenden beschrieben, auf iterative oder auf rekursive Weise durchgefiihrt
werden.
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1.1.1 Iterativ bzw. bottom-up

Iteratives Merge-Sort
1. sortiere zunéichst Teilfolgen der Linge zwei und mische sie zu sortierten
Folgen der Linge vier zusammen;
2. mische je zwei sortierte Folgen der Liange vier zu sortierten Folgen der
Lénge acht zusammen;
3. us.w.

1.1.2 Rekursiv

Sehr oft werden Divide-and-Conquer Verfahren jedoch rekursiv angewandt.
Das bedeutet: Das Verfahren ruft sich selbst wieder auf, angewandt auf
Eingaben kleinerer Lange bzw. mit kleineren Werten.

MERGE SORT rekursiv formal.

Eingabe: Array A mit n Elementen, die an den Stellen A[p] bis A[r] stehen.
Ausgabe: n Elemente sortiert in Ergebnisarray B.

MERGE SORT(A;p, )
1. Falls p < r gilt, dann setze g := [’%J
MERGE SORT(A4;p,q) .
" MERGE SORT(A:q + 1,7) rekursive Aufrufe
3. B := MERGE(4;p,q,7).

Die Hauptarbeit besteht hier bei MERGE SORT, wie auch bei den meisten
Divide-and-Conquer Verfahren, im ,, Zusammensetzen“ der Teillosungen, bei
MERGE SORT also in MERGE.

MERGE informell: Durchlaufe A einerseits von A[p] bis A[g] und anderer-
seits von A[g+1] bis A[r] und vergleiche die Elemente jeweils paarweise. Das
kleinere der Elemente wird ,,weggeschrieben® (in ein Ergebnisarray) und in
dem entsprechenden Teil von A um eine Position weitergegangen. Ist man
bei A[g] oder A[r] angelangt, wird der restliche Teil des anderen Teilarrays
von A an das Ergebnisarray angehéngt. Die Eintridge aus dem Ergebnisarray
werden an die Stellen A[p] bis A[g| kopiert.

Wir haben gezeigt, daB MERGE eine Laufzeit hat, die linear in der
Linge der Eingabe ist, also in O(n) ist. Aus der rekursiven Beschreibung
fiir MERGE SORT koénnen wir als Laufzeit 7'(n) insgesamt ablesen:

T(n)=T([n/2]) +T(|n/2]) + U mit k£ > 0 Konstante.

fiir MERGE
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Solche Rekursionsgleichungen sind typisch fiir rekursiv beschriebene
Divide-and-Conquer-Algorithmen. Wie schitzt man eine Laufzeitfunktion,
die als Rekursionsgleichung (bzw. -ungleichung) gegeben ist, moglichst gut
ab?

Zur Erinnerung: Bei MERGE SORT ist T'(n) € O(n - logn). Der Beweis
wird induktiv gefiihrt, vgl. Informatik II: Algorithmen und Datenstrukturen.

1.2 Methoden zur Analyse von
Rekursionsabschitzungen

Substitutionsmethode: Wir vermuten eine Lésung und beweisen deren
Korrektheit induktiv.

Iterationsmethode: Die Rekursionsabschitzung wird in eine Summe um-
gewandelt, und dann mittels Techniken zur Abschitzung von Summen
aufgelost.

Meistermethode: Man beweist einen allgemeinen Satz zur Abschitzung
von rekursiven Ausdriicken der Form

T(n)=a-T(n/b)+ f(n), wobei a>1 und b> 1.

Technische Details. Normalerweise ist die Laufzeitfunktion eines Algo-
rithmus nur fiir ganze Zahlen definiert. Entsprechend steht in einer Rekursi-
onsabschitzung eigentlich 7'(|n/b]) oder T'([n/b]). AuBlerdem haben Lauf-
zeitfunktionen T'(n) die Eigenschaft, dal zwar T'(n) € O(1) ist fir kleine
n, allerdings oft mit grofer O-Konstante. Meistens kann man diese Details
jedoch vernachléssigen.

1.2.1 Die Substitutionsmethode

Beispiel.
T(n) =T([n/2]) + T(|n/2]) + n.

Dies ist etwa die Laufzeitfunktion von MERGE SORT, von der wir wissen,
daB sie in O(nlogn) liegt.

Wir beweisen, dafl T'(n) < ¢ - n -logn fiir geeignetes ¢ > 0, ¢ konstant
ist. Dazu nehmen wir als Induktionsvoraussetzung an, dafl die Abschitzung
fiir Werte kleiner n gilt, also insbesondere

T(ln/2]) < c-[n/2]-log([n/2]) und
T([n/2]) < c-[n/2]-log([n/2]).
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Im Induktionsschritt erhalten wir also:

T(n) - |n/2] -log |n/2| +c¢- [n/2] -log[n/2] +n
“|n/2] - (logn — 1) +c-[n/2] -logn+n
‘n-logn—c-|n/2] +n

-nlogn fir ¢ > 3,n > 2.

VAN VAN VAR VAN
o a0 o

Fiir den Induktionsanfang muf} natiirlich noch die Randbedingung be-
wiesen werden, z.B. fiir T(1) = 1. Dies ist oft problematisch. Es gilt bei-
spielsweise fiir kein ¢ > 0, dal T(1) =1 < ¢-1-logl = 0 ist. Da uns bei
Laufzeitfunktionen allerdings asymptotische Abschéitzungen geniigen, d.h.
Abschitzung fiir n > ng, konnen wir auch mit der Randbedingung 7'(4)
starten, d.h.

T4)=2-T(2)+4=4-T(1)+8=12<c¢-4-logd=c-8 fir ¢>2.

Wie kommt man an eine gute Vermutung? Es gibt keine allgemeine
Regel fiir die Substitutionsannahme, aber einige heuristische ,, Kochrezepte“.
Lautet die Rekursionsgleichung etwa

T(n)=2-T(n/2+17) +n,

so unterscheidet sich die Losung vermutlich nicht substantiell von der Losung
fiir obige Rekursion, da die Addition von 17 im Argument von T fiir hin-
reichend grofle n nicht so erheblich sein kann. In der Tat ist hier wieder
T(n) € O(nlogn), und dies kann wieder mit Induktion bewiesen werden
(vgl. Ubung).

Manchmal 148t sich zwar die korrekte Losung leicht vermuten, aber nicht
ohne weiteres beweisen. So ist vermutlich

T(n) =T([n/2])+T(|n/2]) + 1€ O(n).

Versucht man jedoch zu beweisen, dai T'(n) < ¢ - n fiir geeignetes ¢ > 0 ist,
so erhilt man im Induktionsschritt

T(n) < c-|n/2]+c-[n/2]+1

= c¢c-n+1,

aber kein ¢ > 0 erfiillt T'(n) < c¢-n.



1.2. REKURSIONSABSCHATZUNGEN 5

Trick. Starte mit der schirferen Vermutung 7'(n) < ¢-n —b fiir ¢ > 0 und
einer geeigneten Konstanten b > 0. Dann gilt

T(n) < c¢-|n/2]—b+c-[n/2]-b+1
< ¢c-n—2b+1
< ¢-n—0> fir b>1.

Ein weiterer Trick, der oft funktioniert, ist die Variablenersetzung.

Beispiel.
T(n) =2-T(|v/n]) + logn.
Setze m = logn, also n = 2™, dann ergibt sich
T(2™) =2-T(|2™2]) + m < 2-T(2™?) + m.
Setzt man nun S(m) := T(2™), so gilt
S(m) <2-8(m/2) +m € O(mlogm).
Riickiibersetzung von S(m) nach T(m) ergibt dann

T(n) =T(2™) = 8(m) € O(mlogm) = O(lognloglogn).

1.2.2 Die Iterationsmethode

Eine naheliegende Methode zur Auflésung einer Rekursionsgleichung ist de-
ren iterative Auflésung.

Beispiel.

T(n) = 3-T(|n/4])+n
= n+3-(|n/4] +3-T(|n/16]))
= n+3-(|n/4] +3-(|n/16] +3-T([n/64])))
= n+3-|n/4]+9-|n/16] +27-T(|n/64]).

Wie weit mufl man die Rekursion iterativ auflésen, bis man die Randbe-
dingungen erreicht?
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Der i-te Term ist 3'- |n/4'|. Die Iteration erreicht im Argument 1, wenn
|n/4*] <1, d.h. wenn i > log, n. Dann ergibt sich

T(n) < n+3-n/44+9-n/16+27-n/64+...4 318" . ¢
fiir ¢; > 0 konstant

o0 .
3\ ?
n - 2 : (Z) +e - n10g43’ da 3log4n — n10g43
=0

IA

= 4n+c1-n'%3 € O(n), da log,3 < 1.

Die Iterationsmethode fiithrt oft zu aufwendigen (nicht umbedingt trivia-
len) Rechnungen. Durch iterative Auflosung einer Rekursionsabschitzung
kann man jedoch manchmal zu einer guten Vermutung fir die Substitu-
tionsmethode gelangen.

1.3 Der Aufteilungs-Beschleunigungssatz

Es gibt einen sehr allgemeinen Satz iiber das asymptotische Wachstum re-
kursiv beschriebener Laufzeitfunktionen. Wir werden eine vereinfachte Form
des Satzes ausfiihrlich beweisen. Der Beweis des allgemeinen Satzes geht im
Prinzip genauso; er ist nur technisch aufwendiger.

Satz 1.1 (allgemeine Form) Seien ¢ > 1 und b > 1 Konstanten, f(n)
eine Funktion in n und T'(n) iiber nichtnegative ganze Zahlen definiert durch

T(n) =a-T(n/b) + f(n),
wobei n/b fiir [n/b| oder [n/b] steht.
Dann gilt
(i) T(n) € O(n'°8 %), falls f(n) € O(n'°82~¢) fiir eine Konstante € > 0.
(ii) T(n) € O(n'°8* - logn), falls f(n) € O(n'& ).
(iii) T(n) € O(f(n)), falls f(n) € Q(nl°8 %) fiir eine Konstante ¢ > 0

und a - f(n/b) < c¢- f(n) fiir eine Konstante ¢ < 1 und fiir n > ny.

Beispiel. MERGE SORT

Aus Fall (ii) folgt T'(n) € ©(n - logn).
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Wir schrinken den Satz auf den Fall ein, dafi f(n) € O(n) ist, und
beweisen ihn nur fiir Potenzen von b, d.h. n = b9. Letztere Einschriankung
wird aus technischen Griinden vorgenommen; man kann fiir n # b7 die
Analyse unter Betrachtung der nichsten Potenzen von b, d.h. ny = b9t!
fiir ny = b7 < n < ng durchfiihren. Die Einschrinkung auf f(n) € O(n)
vereinfacht den Beweis insofern, dafl man nicht ausfiihrlich f(n) gegeniiber
a - T(n/b) abschétzen muf.

Satz 1.2 (eingeschrinkte Form) Seiena > 1,b > 1,¢4 > 0 und ¢3 > 0
Konstanten und T'(n) iiber nichtnegative ganze Zahlen definiert durch

¢t <T(1) < ¢ und
a-T(n/b)+cin<T(n) < a-T(n/b)+ca-n.

Fiir n = b7 gilt

(i) T(n) € ©(n), falls b > a.
(ii)) T(n) € O(n -logn), falls a = b.
(iii) T(n) € O(n'°8 ), falls b < a.

Beweis. Durch Induktion iiber g beweisen wir dafl
q .
T(n) <cz-n-» (a/b)’,
i=0
Fiir ¢ = 0 ergibt sich T(1) < ¢p. Die Behauptung gelte also fiir ¢ > 0.

Betrachte g + 1:

T < a-TB7) +cp - b7t
q

a- (02 - be- Z(a/b)i> + co - b

=0

IA

q
= o b (Y (a/p)t +1)
”
= ¢y b, (Z(a/b)i + 1)
=1
= L patl . - i
ca - b (a/b)
=0

Analog 148t sich auch folgern
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Fall b > a. Dann ist a/b < 1 und es gibt Konstante ki, k2 > 0, so daf}
ci n-k <T(n)<co-n-ky, d.h. T(n) € O(n).
Fall b = a.

q

T(b7) Scz-bq-Zﬂ =cy-b7-(g+1) und
=0

T(n) > c¢1-b7-(g+1), alsoT(n) € O(nlogn).

=
S
I

Fall b < a.
q q
T(n) = T < bq-Z(a/b) = ¢y Z b
i=0 =0
q .
= ¢y Zaq Lp = cp-al- Z(b/a)’.
1=0

Dann gibt es Konstante k1, ke > 0, so daf}

c1 - a8k < T(n) <cy- a8 " .k,
N—— N——

:nlogb a :nlogb a

und damit T'(n) € O(n'°8 ),

Bemerkung. Gelten in der Voraussetzung von Satz 1.2 nur die Be-
schrinkungen nach oben (unten), so gilt immer noch T'(n) € O(n) (bzw.
T(n) € Q(n)).

1.3.1 Beispiel: Matrix-Multiplikation nach Strassen

(Informatik IT, Ubung)

Problem. Gegeben zwei (n x n)-Matrizen A, B. Berechne A - B mit
moglichst wenig Operationen.

Herkommlich: C = A- B = (aij) . (bZ]) = (Cij) mit Cij = 22:1 (4717 bkj-
Die Laufzeit ist insgesamt in O(n3).

Ein Divide-and-Conquer Ansatz fiir die Matrixmultiplikation ist:

A.p_( @ @ b b2 \_(a e _c
as as by by c3 4 ’
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wobei die a;, b;, ¢; (n/2 x n/2)-Matrizen sind. Dann berechnet sich C' durch

C1 = a1b1 + a2b3
co = a1bo + agby
C3 — a3b1 + a4b3
c4 = azby + aqby

8 Matrixmultiplikationen
von (n/2 x n/2)-Matrizen und
4 Additionen von (n/2 x n/2)-Matrizen

Addition zweier (n x n)-Matrizen ist in ©(n?). Damit ergibt sich

T(n) = 8-T(n/2)+c-n? c> 0 Konstante,
c-n? € O3 ) =0m* ) mit0<e=1
= T(n) € O(n'°28) =0(n3) (leider!)

Fiir die Laufzeit ist offensichtlich die Anzahl der Multiplikationen , ver-
antwortlich“. Das heifit: Wenn man die Anzahl der Multiplikationen der
(n/2xn/2)-Matrizen auf weniger als 8 reduzieren kénnte bei ordnungsmafig
gleicher Anzahl von Additionen erhélt man eine bessere Laufzeit.

Es gibt einen Divide-and-Conquer Ansatz von Strassen, der nur 7 Mul-
tiplikationen bei 18 Additionen verwendet. Als Laufzeit ergibt sich dann

T(n) = 7-T(n/2)+c-n?
— T(n) € ©O(nleT).

Schema:

(P =ay - (by —by)

P2= a1+a2)-b4

P; = (a3 +a4) - by

mit < P4:a4-(b3—b1)

P5:(a1+a4)-(b1+b4)
P6:(a2—a4)-(b2+b4)

[ P7 = (a1 —a3) - (b1 +b3)

a=FP+P—-P+F
=P +PF
c3=P3+ Py
cs=Ps+P —P;— P

1.3.2 Beispiel: Das Auswahlproblem (Selection)

Gegeben. Eine Folge von n Elementen, auf denen es eine Ordnung <
gibt, und i € {1,... ,n}.

Problem. Gib das i-te (i-kleinste) Element aus.

Wir nehmen an, daf alle Elemente verschieden sind. (Falls gleiche Ele-
mente auftreten, miifite zwischen diesen eine kiinstliche Ordnung festgelegt
werden.) Dann ist z das i-te Element genau dann, wenn z gréfer als ge-
nau ¢ — 1 Elemente der Folge ist. Ein einfacher Sortier-Algorithmus macht
folgendes:
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1. Sortiere die Elemente in aufsteigender Reihenfolge und gib das i-te der
sortierten Folge aus.

Mit MERGE SORT beispielsweise ergibt sich eine Laufzeit in ©(n logn). Ein
Verfahren mit linearer worst-case-Laufzeit ist SELECT(n, ):

1. Teile die n Elemente in |n/5] Gruppen mit jeweils 5 Elementen, und
einer weiteren Gruppe mit den restlichen n mod 5 Elementen auf.

2. Bestimme aus jeder der [n/5] Gruppen das mittlere Element, wobei
in der letzten Gruppe das gréflere der beiden mittleren Elemente ge-
nommen wird, falls diese gerade Kardinalitit hat.

3. Rufe SELECT rekursiv auf, um das mittlere Element m der [n/5]
mittleren Elemente zu bestimmen, d.h. SELECT([n/5],[n/10]). Wenn
[n/5] gerade ist, wird wiederum das gréBere Element genommen.

4. Teile die Folge aller Elemente in die Teilfolge A1 der Elemente < m,
und die Teilfolge Ay der Elemente > m auf. Sei m das k-te Element
unter allen n Elementen.

5. Rufe SELECT rekursiv auf, um nun das ¢-te Element in der entsprechen-
den Teilfolge zu finden. D. h. falls 4 < k ist, dann rufe SELECT(A;, 1)
auf, und sonst SELECT(Ag,i — k).

Laufzeitanalyse von SELECT. Es gilt: Die Anzahl der Elemente > m
ist mindestens 3n/10 — 6. Begriindung: Mindestens die Hélfte der mittleren
Elemente aus den [n/5] Gruppen (Schritt 2) sind > m. Also steuert die
Hilfte der [n/5] Gruppen jeweils 3 Elemente zu Ay bei, auler evtl. der
letzten Gruppe und der Gruppe, die m enthilt, d.h.

1 3
4 > = _ > n —

7

Entsprechend ist die Anzahl der Elemente kleiner als m ebenfalls mindestens
3-(3-[n/5] —2), dh.

3 7
> 2 - < Lnite.
|A1| > 10" 6 = |A4y| < 10'rL—I—6

Der rekursive Aufruf von SELECT in 5. wird also auf hochstens %n + 6
Elemente angewandt.

e Die Schritte 1., 2., 4. sind in O(n).
e Schritt 3. benétigt T'([n/5]) Zeit.

e Schritt 5. bendtigt T({5n + 6) Zeit; dabei ist T(n) die Laufzeit von
SELECT(n,%) mit 1 <4 < n.
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Zunichst stellen wir fest, dal ab n > 20 gilt %n + 6 < n. Wir erhalten
also als Abschétzung fiir die Laufzeit:

co N fiir n S no,
T(n) < ng > 20 geeignet gewihlt
T([n/5'|)+T(%n+6)-|—cl-n fiir n > ny.

Wir beweisen T'(n) € O(n) durch Substitution. Sei also T'(n) < ¢- n fir
eine Konstante ¢ > 0 und alle n < ng. Fiir n > ng folgt dann per Induktion

T(n) < c-|_n/5-|+c-(%n+6>+cl-n
< c-n/5+c+c-%n—|—c-6+cl-n
= 9-c-£+7-c—l—cl-n.

10

Damit 9-c- {5 +7-c+c1-n < ¢-n ist, mufl ¢ so gewéhlt werden kénnen, daf

ci-n<ce- (1n_0 — 7). Dazu mufl n > 70 gelten. In der Abschitzung sollten
—_—

>0 notig
wir also ng > 70 wéhlen.
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Kapitel 2

Amortisierte Analyse von
Algorithmen

Der Literaturtip. Weiterfithrendes zu diesem Kapitel ist in
dem Buch [CLR90] zu finden.

Die amortisierte Laufzeitanalyse ist eine Analysemethode, bei der
die Zeit, die benotigt wird, um eine Folge von Operationen auszufiithren,
iiber alle auszufithrenden Operationen gemittelt wird. Diese Analysemetho-
de kann angewandt werden, um zu beweisen, daf} die mittleren Kosten einer
Operation klein sind, wenn man iiber eine Folge von Operationen mittelt,
obwohl eine einzelne Operation sehr aufwendig sein kann. Im Unterschied
zu der ,average-case“-Analyse werden keine Wahrscheinlichkeitsannahmen
gemacht. Zur Erinnerung: Der average-case ist das ,,Mittel“ iiber alle Einga-
ben. Bei Gleichverteilungsannahme ist dies wirklich der Mittelwert, anson-
sten der Erwartungswert.

Analyse-Techniken fiir die amortisierte Analyse:

1. Ganzheitsmethode: Bestimme eine obere Schranke 7T'(n) fiir die Ge-
T(n)

samtkosten von n Operationen. Das ergibt — = als die amortisierten

Kosten fiir eine Operation.

2. Buchungsmethode (accounting): Bestimme die amortisierten Ko-
sten jeder Operation. Verschiedene Operationen kénnen verschiedene
Kosten haben. Es werden frithe Operationen in der betrachteten Folge
hoher veranschlagt, und die zu hoch veranschlagten Kosten jeweils als
Kredit fiir festgelegte Objekte gespeichert. Dieser Kredit wird dann fiir
spéitere Operationen verbraucht, die niedriger veranschlagt werden, als
sie tatsachlich kosten.

13
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3. Potentialmethode: Ahnlich wie bei der Buchungsmethode werden
die amortisierten Kosten jeder einzelnen Operation berechnet. Da-
bei werden moglicherweise wieder einzelne Operationen hoher veran-
schlagt und spéter andere Operationen niedriger veranschlagt. Der
Kredit wird als Potentialenergie insgesamt gespeichert, anstatt ein-
zelnen Objekten zugeordnet zu werden.

Beachte dabei: Der Kredit wird nur fiir die Analyse eingefiihrt.

Wir wollen die drei Methoden am Beispiel ,STACK mit MULTIPOP®
erliutern. Betrachte dazu eine Datenstruktur mit ,Last in — First out®),
einen STACK S. Ein ,normaler“ Stack umfafit zwei Operationen:

PusH(S, z): lege Objekt = auf STACK S

Pop(S): gib oberstes Objekt vom STACK aus und entferne es vom STACK.

Beide Operationen sind in ©(1). Veranschlage daher die Kosten pro Opera-
tion mit 1. Dann sind die Gesamtkosten einer Folge von insgesamt n PUSH-
und Pop-Operationen in ©(n). Betrachte nun eine weitere Operation:

MuLTIPOP(S, k): gib die obersten k£ Objekte vom STACK aus und entferne
sie vom STACK, bzw. falls der STACK weniger als & Objekte enthilt,
gib alle Objekte aus, bis der STACK leer ist.

Eine andere Beschreibung von MULTIPOP(S, k):

1. solange S # 0 und k # 0, fiihre aus:

2. Pop(S)
3. k:=k-—1.
Beispiel.
Aus-
gabe:
17
17 Aus-
8 8 8 gabe:
1 1 1 1 8,1,8 Aus-
8 8 8 8 gabe:
9 9 9 9 9 9,7,4
7 7 7 7 7
4 Pusu(S,8) 4 Pusu(S,17) 4 Por(S) 4 Murriror(S,3) 4 Murriror (S,3)
- _ s U (I

Die Laufzeit einer Operation MULTIPOP(S, k) ist linear in der Anzahl
der ausgefithrten PoP-Operationen, also O(min(s,k)), wobei s = |§] ist
und wobei die Kosten im worst-case betrachtet werden.

Fiir eine Folge von n PUSH-, POP-, und MULTIPOP-Operationen, ange-
wandt auf einen zu Beginn leeren STACK, ergibt sich:
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worst-case Aufwand einer MULTIPOP-Operation ist O(n)
— worst-case Aufwand einer beliebigen STACK-Operation ist O(n)

— Fiir n STACK-Operationen ergibt sich dann im worst-case O(n?).

2.1 Die Ganzheitsmethode

Eine einzelne MULTIPOP-Operation kann teuer sein, d.h. sie kann Kosten n
haben. Andererseits gilt: Ein Objekt kann hochstens einmal wieder gePopt
werden fiir jedes Mal, wo es gePUsHt wurde. Bei dieser Rechnung sind die
Pops von MULTIPOP inbegriffen. Es sind also hiéchstens so viele Kosten fiir
Poprs moglich wie fiir PUSHs, d.h. hichstens n. Der Gesamtaufwand ist also
in O(n), und damit ist der amortisierte Aufwand einer einzelnen Operation
in der Folge der n STACK-Operationen in O(1).

2.2 Die Buchungsmethode

Es werden verschiedene ,,Gebiithren“ fiir verschiedene Operationen veran-
schlagt. Die Gebiithr pro Operation ist dann der amortisierte Aufwand der
Operation. Falls der amortisierte Aufwand einer einzelnen Operation héher
ist als der wirkliche Aufwand, so wird die Differenz als Kredit speziellen Ob-
jekten zugeordnet. Dieser Kredit kann spater benutzt werden, um Aufwand,
der hoher als der amortisierte Aufwand ist, auszugleichen. Der amortisier-
te Aufwand muf} sorgfiltig veranschlagt werden. Der Kredit darf niemals
negativ sein, denn der gesamte amortisierte Aufwand einer Folge von Ope-
rationen mufl immer eine obere Schranke fiir den wirklichen Aufwand sein.

Aktueller Aufwand bei STACK-Operationen

PusH(S, z): 1
Pop(S): 1
MurtipOP(S, k): min(|S], k)

Definiere amortisierten Aufwand (Gebiihr)

PusH(S, z): 2
Pop(S): 0
MucrtipopP(S,k): 0



16 KAPITEL 2. AMORTISIERTE ANALYSE VON ALGORITHMEN

Beispiel. Tabletts in der Mensa.

Wenn wir ein Tablett auf den STACK legen, bezahlen wir zwei Einheiten.
Eine Einheit wird sofort verwendet, um die wirklichen Kosten der PUSH-
Operation zu bezahlen. Die zweite Einheit bleibt auf dem Tablett liegen.
Wenn das Tablett gePort wird, egal ob durch Pop oder MuLTIPOP, wird
die Einheit auf dem Tablett verwendet, um die wirklichen Kosten fiir Pop
zu bezahlen. Offensichtlich ist der Kredit niemals negativ. Bei einer Folge
von n PUSH-, POP- und MULTIPOP-Operationen benétigen wir hichstens
2 - n amortisierte Gesamtkosten, da fiir maximal n PUuUsH-Operationen je
zwei als amortisierte Kosten veranschlagt werden. Der Gesamtaufwand ist
also in O(n).

2.3 Die Potentialmethode:

Es wird aus zu hoch veranschlagten Kosten ein Potential aufgespart, das
spater verbraucht werden kann. Starte mit einer Datenstruktur Dy, auf der
n Operationen ausgefithrt werden.
Fir¢:=1,2,...,n seien

¢;:  die tatsichlichen Kosten der i-ten Operation

D;: die Datenstruktur nach der i-ten Operation (angewandt auf D;_;).

Definiere eine Potentialfunktion C : D; — C(D;) ,,Potential von D;* und
den amortisierten Aufwand ¢; der i-ten Operation bzgl. C als

¢ =¢; +C(D;) — C(Dj-1)

Die amortisierten Kosten sind also die tatséichlichen Kosten plus dem Zu-
wachs an Potential entsprechend der Operation. Das heif}t:

doa = > (ai+C(Dy)—-C(Di))
=1 =1
= Y ¢ +C(Dn) - C(Dy)
=1

Wenn C so definiert wird, da§ C(D,,) > C(Dy) ist, dann sind die amorti-
sierten Kosten eine obere Schranke fiir die Gesamtkosten. Im allgemeinen ist
nicht unbedingt im vorhinein klar, wieviele Operationen ausgefiithrt werden.
Falls C(D;) > C(Dy) fiir alle 4, so ist allerdings garantiert, da§ (wie bei der
Buchungsmethode) im voraus immer genug Kredit angespart wurde. Oft ist
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es giinstig, C so zu wiahlen, dafl C(Dy) = 0 ist und zu zeigen, dal C(D;) > 0
ist fiir alle 3.

Intuitiv ist klar: Falls C(D;) — C(D;—1) > 0 ist, dann wird durch die
amortisierten Kosten ¢; eine iiberhohte Gebiihr fiir die i-te Operation dar-
gestellt, d.h. daf das Potential wiichst. Falls C(D;) — C(D;—1) < 0 ist, so ist
¢; zu tief veranschlagt.

Beispiel. STACK mit MULTIPOP.

Definiere C als Anzahl der Objekte auf dem STACK. Dann ist C(Dg) = 0.
Da die Anzahl der Objekte auf einem STACK nie negativ ist, gilt fiir alle ¢
C(D;) > C(Dy). C ist also gut gewihlt, da die amortisierten Gesamtkosten
Zle ci +C(Dy) — C(Dyp) zu jedem Zeitpunkt £ eine obere Schranke fiir die
wirklichen Gesamtkosten sind. Betrachte den amortisierten Aufwand fiir die
verschiedenen STACK-Operationen:

1. Die i-te Operation sei ein PUSH, auf einen STACK mit s Objekten
angewandt:

¢i=1und C(D;) —C(Dj—1) =(s+1) —s=1.
Daraus folgt

G :C,'—I-C(Di) —C(Di_l) =14+1=2.

2. Die i-te Operation sei ein MULTIPOP(S, k), auf einen STACK S mit s
Objekten und &' := min(|S|, k) angewandt:

c = k’ und C(Dz) — C(szl) = (3 — k‘l) — 8§ = —kl.
Daraus folgt

G =ci+C(D;) —C(Di—1) =K' — k' =0.

3. Die i-te Operation sei ein POP, angewandt auf einen STACK mit s
Objekten:

¢i=1und C(D;) —C(Dj—1) =s—1—s=—1.
Daraus folgt
G=1-1=0.

Also ist Y7 | ¢ < 2n; der amortisierte Gesamtaufwand ist damit im
worst-case in O(n).
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Bemerkung. Ein weiteres Beispiel, an dem sich die Ideen der amorti-
sierten Analyse gut erklidren lassen, sind dynamische Tabellen: Objekte
sollen in einer Tabelle abgespeichert werden, wobei Objekte eingefiigt bzw.
geloscht werden konnen. Zu Beginn einer Folge von Operationen vom Typ
Einfiigen und Loschen habe die Tabelle die Gréfe h. Wenn eine Operation
Einfiigen zu einem Zeitpunkt auf die Tabelle angewandt wird, an dem die
Tabelle voll ist, soll eine Tabellenexpansion vorgenommen werden, in der die
Tabelle verdoppelt wird. Die Tabellenexpansion (angewandt auf die Tabelle
der Grofie k) habe wirkliche Kosten k. Entsprechend werde eine Tabellen-
kontraktion durchgefiihrt, in der die Tabelle halbiert wird, wenn sie nur noch
sehr diinn besetzt ist, etwa hochstens zu i. Die Tabellenkontraktion ange-
wandt auf eine Tabelle mit £ Elementen hat dann wiederum Kosten k. Wie
grof} ist der amortisierte Aufwand fiir eine Folge von n Operationen vom
Typ Einfiigen bzw. Léschen?



Kapitel 3

Das UNION-FIND-Problem

Das UNION-FIND-Problem ist ein grundlegendes Problem, das sehr viele An-
wendungen in sehr unterschiedlichen Bereichen hat. Neben seiner grundséitz-
lichen Bedeutung zeichnet es sich durch die Tatsache aus, daf} es zwar einen
ausgesprochen einfachen (einfach zu implementierenden) Algorithmus zu sei-
ner Losung gibt, die Analyse dieses Algorithmus jedoch ,beeindruckend*
schwierig ist und iiberraschenderweise eine fast lineare (aber eben nur fast)
Laufzeit ergibt.

Definition 3.1 Das UNION-FIND-Problem besteht darin, eine Folge dis-
junkter Mengen zu verwalten, die sich infolge von Vereinigungsoperationen
Haufend“ dndert.

Gegeben sei eine endliche Grundmenge M . Es soll moglichst effizient eine

beliebige Abfolge von Operationen folgenden Typs ausgefiihrt werden:

MAKESET(z): Fiihre eine neue einelementige Menge {z} ein, die zuvor
noch nicht existiert hat; x € M.

UNION(S;, Sj; Sk): Bilde eine neue Menge Sy, := S;US; aus bisher vor-
handenen (disjunkten) Mengen S; und S; durch Vereinigung. Entferne
S; und S;.

FIND(z): Fiir ¢ € M gib diejenige Menge der bisher entstandenen
Mengen an, welche x enthilt.

19
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3.1 Drei Ansatze

Beispiel.
S1=1{1,3,5,7}, S2 ={2,4,8}, M ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
3.1.1 1. Ansatz

Benutze ein Array A, das die Zuordnung von z zum Index der Menge, die
z enthilt, angibt.

1 2 3 45 6 7 8 9
Alz] |1 2 1 2 1 1 2

e MAKESET(x): Schreibe in A[z] ,neuen Index, etwa z.
Beipiel: MAKESET(6), A[6] := 6. Aufwand ist in O(1).

e FIND(z): Gib A[z] aus. Aufwand ist in O(1).

e UNION(S;, Sj; Sk):

1. Fiir z € M fiihre aus
2. falls A[z] =i oder A[z] = j setze A[z] :=k

Aufwand ist in O(|M|).
Wenn also eine beliebige Folge von n Operationen vom Typ MAKESET,

FIND und UNION ausgefiihrt wird, so ist der Aufwand dafiir in O(n?), falls
|M| € O(n). Wir setzen im folgenden voraus: |[M| € O(n).

3.1.2 2. Ansatz

Reprisentiere Mengen durch Wurzelbdume, d.h. jede Menge ist eine , Struk-
tur“ Baum, dessen Knoten die Elemente der Menge sind. Diese Badume ent-
stehen durch die Operationen MAKESET und UNION.

Beispiel.
! 2 e 0
3 5 4
7 8

51 Sa neue Menge Sg
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Als Mengenindex diene jeweils die Wurzel des Baumes. Dann werden zwei
Mengen vereinigt, indem der eine Baum an die Wurzel des anderen gehingt
wird. Als Mengenindex der neuen Menge diene der Index der Menge, an
deren Wurzel angehéngt wurde.

Beispiel.

UNION(S7, S2;92) =~ TUNIoN(1,2;2) und
UNION(S9, Sg;Ss) =~ UNION(2, 6;6)

Abbildung 3.1: Resultat von UNION(S1, S2; S2)

FIND wird fiir ein Element z ausgefiihrt, indem von dem entsprechenden
Knoten aus durch den Baum bis zu dessen Wurzel gegangen wird.

Die Reprisentation der Bidume erfolgt durch ein Array VOR, in dem
in Vor|[z| der Vorginger von z im Baum abgelegt ist. Dabei setzen wir
VOR|z] := 0, wenn z eine Wurzel ist.

z |1 2 3 45 6 7 8 9
Vor[z] [2 0 1 2 1 0 5 4 —
e FIND(z):
1. Setze j:=x

2. Solange VOR[j] # 0 (und definiert), fithre aus
3. j = VORJ[j]
4. Gib j aus.

Der Aufwand ist in O(n).
e UNION(3, j; j):
1. VOR[7] := j.
e MAKESET(z):
1. setze VOR[z] := 0.

Der Aufwand fiir UNION und MAKESET ist in O(1).
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Gesamtaufwand. Bei einer Folge von n Operationen vom Typ MAKESET,
UNION und FIND ist der Gesamtaufwand in O(n?):

Betrachte

©(n) MAKESET (z.B n/4), gefolgt von
©(n) UNION, gefolgt von

©(n) FIND.

Eine Folge von t verschiedenen FIND hat Aufwand von mindestens
t
Y i€ 0(t?) = 6(n?)
i=1

(weil t € ©(n)). Operationen vom Typ FIND sind also besonders teuer, da
durch UNION ,,sehr hohe“ Biume entstehen kénnen.

l
=

: [ —2 Hohe O(n)
) L
¥

3.1.3 3. Ansatz

Wie nehmen zwei Modifikationen am zweiten Ansatz vor.

e Modifikation 1: ein Ausgleich bei UNION: , weighted UNION rule® oder
»balancing®.

e Modifikation 2: ,,Pfadkompression® bei FIND.

Modifikation 1: ,,weighted UNI1ON*“. Bei der Ausfithrung von UNION
wird immer der ,kleinere“ Baum an den ,gréfleren“ Baum gehingt. , Klei-
ner® bzw. ,grofler” bezieht sich hier einfach auf die Anzahl der Knoten (Kar-
dinalitét der entsprechenden Menge). Um zu entscheiden, welcher Baum klei-
ner bzw. grofler ist, wird in VOR|[z] fiir Wurzeln z jeweils die Knotenzahl des
Baums als negative Zahl gespeichert. Das negative Vorzeichen kennzeichnet
die Wurzeleigenschaft und der Betrag die Kardinalitit der Menge.
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Beispiel. ,weighted UNION“: UNION(i, )

i VOR|[i] = —6 J Vor[j] = —11

Formal: UNION(3, j)

Es gilt:
e VOR[i] = —#(Knoten im Baum i)
e VOR[j] = —#(Knoten im Baum j)

1. Setze z := VOR[i] + VOR][j]

2. Falls |[Vor[i]| < |VOR[j]| dann

3. setze VOR[i] := j und VOR[j] := 2,

4. ansonsten setze VOR[j] := ¢ und VORJ[i] := z.

Der Aufwand ist in ©(1).

LaBt sich nun etwas iiber die Hohe von Biumen aussagen, die durch
,weighted UNION“ entstanden sind?

Lemma 3.1 Entsteht durch eine Folge von MAKESET und weighted UNION
iiber einer Menge M ein Baum T mit |T'| = t (T enthilt t Knoten), so ist
h(T) < logyt, wobei h(T') die Hohe von T ist, also die maximale Anzahl
von Kanten auf einem einfachen Weg von der Wurzel von T zu einem Blatt
von T.
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Beweis. Induktion iiber die Anzahl der UNION-Operationen.

Solange keine UNION-Operation ausgefithrt wurde, haben alle Bidume
Hohe 0 und einen Knoten, d.h. es gilt fiir alle 7"

h(T) =0<log,1=0.

Betrachte die n-te UNION-Operation, etwa UNION(%, j), wobei T; Baum
mit Wurzel ¢ und 7; Baum mit Wurzel j vor Ausfithrung der Operation
UNION(%, 7) sei. O.B.d.A. sei |T;| > |T;|, dann wird durch UNION(Z, j) T; an
die Wurzel j von T} angehéingt, und es entsteht der Baum TUNION('L', ) mit

MTyniong,j) = max(h(Ty), h(T3) + 1).

e Falls h(Tj) > h(T;) + 1, dann ist

).

h(TUNIQN(i,j)) = h(TJ) < 1082(|Tj|) < IOgQ(‘TUNION(i,j)
e Falls h(T;) < h(T;) + 1, dann ist
h(TUNION(i,j)) = h(T;) +1 < logy(|T3]) +1 < 10g2(|TUNION(i,j)|)’

da [Tynrong,| = 2 |Til-

Folgerung. In einem durch weighted UNION-Operation entstandenen
Baum kann jede FIND-Operation in O(logn) Zeit ausgefithrt werden. Fiir ei-
ne Folge von n MAKESET-, UNION- und FIND-Operationen ergibt sich dann
ein Gesamtaufwand von O(nlogn).

Modifikation 2: Pfadkompression. Bei der Pfadkompression werden
bei der Ausfithrung einer Operation FIND(7) alle Knoten, die wihrend dieses
FIND durchlaufen werden, zu direkten Nachfolgern der Wurzel des Baumes
gemacht, in dem Knoten ¢ liegt.
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Beispiel. Beispiel fiir Pfadkompression.

FIND(:)
—_—

Auch bei FIND mit Pfadkompression hat eine Operation FIND einen
worst-case Aufwand von O(logn). Der Gesamtaufwand ist also weiterhin in
O(nlogn). Eine genauere amortisierte Analyse ergibt jedoch einen besseren
Gesamtaufwand von O(n x G(n)), wobei G(n) sehr, sehr langsam wéchst —
wesentlich langsamer als logn. G(n) ist fiir alle praktisch relevanten Werte
n ,klein“, d.h. G(n) verhilt sich , praktisch“ wie eine Konstante.

Definition 3.2
G(n) == min{y : F(y) > n},
wobei F(0) := 1 und F(y) = 2F@=1 fiiry > 0.

Wie schnell wichst F(n) bzw. G(n)?

F(0)| FQ) | FQ) | F3) | F@4) | F(5)
—92 | —94 | _9l6 | _ 965536

=1 | =2 | =4 | =16 | =65536

Fiir alle praktisch relevanten Werte von n ist also G(n) < 5.
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Satz 3.1 (Hopcroft & Ullman 1973) Der Gesamtaufwand fiir eine Folge
Q@ von n Operationen vom Typ MAKESET, weighted UNION und FIND mit
Pfadkompression ist in O(n - G(n)).

Beweis. Wir trennen den Aufwand fiir die MAKESET- und UNION-Operati-
onen von dem Aufwand fiir die FIND-Operationen.

Der Gesamtaufwand fiir alle MAKESET- und alle UNION-Operationen ist
in O(n).

Der Gesamtaufwand fiir alle FIND-Operationen ist proportional zu der
Anzahl der durch FIND-Operationen bewirkten ,, Knotenbewegungen“ (Zu-
teilung eines neuen Vorgingers). Eine solche Knotenbewegung hat Aufwand

o).

Die Knotenbewegungen werden in zwei Klassen A und B aufgeteilt. Dazu
werden Knotengruppen vi,...,Ygm)+1 gebildet, fiir die sich die jeweilige
Anzahl an Knotenbewegungen , leicht“ aufsummieren 148t.

Zur Definition der ~;.

Der Rang r(v) eines Knotens v sei definiert als die Hohe des Unter-
baums mit Wurzel v im Baum 7', der nach Ausfithrung aller MAKESET-
und UNION-Operationen aus (Q ohne die FIND-Operationen entstehen wiirde
(und v enthilt). Nenne diese Folge von Operationen @'. Wenn also T, der
Unterbaum von 7' mit Wurzel v ist, so ist 7(v) = h(T}).

Beispiel. r(v) =4

Aus dem Lemma folgt, dal r(v) < logn ist. Fiir j > 1 definiere

v i=A{v: logl+Y n < r(v) < log¥ n},
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wobei
n falls 7 =0,
; log(logV =Y n) falls j > 0 und logl=Yn > 0,
log") n = -
undefiniert falls 7 > 0 und log(J “n <0 oder
logU =) n undefiniert
und

o 0 wenn log(j) n undefiniert,
LA {v:r(v) =0} fallslogl)n =0.

7y, heifit die j-te Ranggruppe, und es gilt

m=A{v: log® n < r(v) < log n}

YG(n)+2 = 0,

da log(¢™) p, < 1 und daher log(G™+2) p undefiniert ist.

Beispiel. Ranggruppen fiir n = 66000.

v ={v : log® 66000 < r(v) < log 66000}
={v:4<r(v) <16}

vo ={v:logd < r(v) <4} ={v:2 <r(v) <4}

v3 ={v:log2 <r(v) <2} ={v:1<r(w) <2}

ve={v:0<r(v) <1}

¥s ={v :log0 < r(v) <0} = {v:7r(v) =0}

Dann ist G(66000) = 5 und vg(s6000)+1 = 0-

Die Klasse aller Knotenbewegungen, die durch FIND-Operationen aus-
gefiithrt werden, wird aufgeteilt in zwei disjunkte Klassen A und B.

e Klasse A: diejenigen Knotenbewegungen, die fiir Knoten ausgefiihrt
werden, deren Vorgiinger einer anderen Ranggruppe angehort (Vor-
ginger zum Zeitpunkt der entsprechenden FIND-Operation).

e Klasse B: diejenigen Knotenbewegungen, die fiir Knoten ausgefiihrt
werden, deren Vorgéinger zu derselben Ranggruppe gehort.
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Bei der nun folgenden amortisierten Analyse werden bei Knotenbewe-
gungen aus A die Kosten der entsprechenden FIND-Operation zugeordnet
und bei Knotenbewegungen aus B ,dem bewegten Knoten“. In letzterem
Fall wird dann argumentiert, da der Aufwand, der sich aus der , Anzahl
der Knoten, auf die Bewegungen aus B angewandt werden, mal Anzahl der
Bewegungen pro solchen Knoten“ ergibt, in O(n - G(n)) ist.

Hilfsbehauptung 1 Zu jedem Zeitpunkt von Q gilt fiir jeden Knoten v,
daf fiir alle w, die Vorgédnger von v sind, r(w) > r(v) ist.

Beweis. Wenn irgendwann v ein Nachfolger von w wird, so gehort v in dem
Baum, der nach Ausfiihrung aller Operationen von @' (also ohne die FIND)
entstehen wiirde, zum Unterbaum von w. |

Folgerung. Zu jedem Zeitpunkt von @ sind fiir jeden Knoten v die Rénge
der Knoten auf dem Weg von v zur Wurzel seines Baumes monoton wach-
send.

Zu A: Betrachte die Ausfithrung von FIND(v). Es liegen auf dem Weg von v
zur Wurzel des entsprechenden Baumes hichstens G(n) Knoten, deren direk-
ter Vorgéinger in einer anderen Ranggruppe liegt, da wir maximal G(n) + 1
Ranggruppen haben, und die Ringe auf dem Weg monoton wachsend sind.
Die Operation FIND(v) verursacht also hochstens G(n) Knotenbewegungen
aus A.

Zu B: Wir beweisen eine weitere Hilfsbehauptung, um |y;| abschétzen zu
koénnen.

Hilfsbehauptung 2 Es gibt hichstens n/2" Knoten vom Rang r.

Beweis. Betrachte zu Knoten v vom Rang r den Unterbaum 7, aus dem
Baum zu @Q'. Da h(T,) < log|T,| und h(T,) = r(v) = r ist, gibt es minde-
stens 2" Knoten in 7). Da Knoten gleichen Ranges disjunkte Unterbdume
(bzgl. Q') haben, folgt die Behauptung. [ |

Da es hochstens n/2" Knoten vom Rang r gibt, ist

[1og) n |

o0
n n 1
EDINE N T ar O]

i=[logli*) n] i=0

~——
<2
< 2n _ 2n
- 210g(j+1) n 210g(10g(j) n)
2n

" g’
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Ein Knoten aus -y; kann hochstens log(j ) n mal bewegt werden, bevor er
einen Vorgénger erhilt, der in einer anderen Ranggruppe «y; mit ¢ < j liegt.
Damit ist die Gesamtzahl an Knotenbewegungen der Klasse B fiir Knoten
der Ranggruppe ; héchstens

2n

log(j) - = 2n.

Da insgesamt héchstens G(n) + 1 nichtleere Ranggruppen existieren, ist der
Gesamtaufwand fiir Knotenbewegungen der Klasse B also in O(n - G(n)).

Insgesamt ist dann der Gesamtaufwand fiir alle durch FIND ausgelsten
Knotenbewegungen ebenfalls in O(n - G(n)). [

3.1.4 Bemerkungen

Eine genauere Analyse fithrt zu einem Aufwand aus O(m - a(m,n)) fir m
FiND, UNION und MAKESET-Operationen mit n Elementen (Tarjan, 1975).
Dabei ist

a(m,n) == min{i > 1: A(i, []) > logn}
und

A(1,5) =2 fiir j > 1
A(i,1) = A6 — 1,2) fiir i > 2
A, j) = A(i — 1, A(i,j — 1)) fiir 4,5 > 2.

Die Funktion A heifit Ackermann-Funktion und wichst noch stirker als
F (iterative Zweierpotenz). Andererseits wurde bewiesen, dafl der Aufwand
fiir eine Folge von m FIND und n UNION- und MAKESET-Operationen im
Allgemeinen auch in Q(m - a(m,n)) liegt (Tarjan, 1979).

Fiir spezielle Folgen von UNION-, FIND- und MAKESET-Operationen,

iiber die man vorab ,gewisse strukturelle Informationen“ hat, ist der Auf-
wand in O(m) (Gabow & Tarjan, 1985).

Insgesamt lassen sich sehr oft Algorithmen oder Teile von Algorithmen
als Folgen von UNION-, FIND- und MAKESET-Operationen auffassen und
sind damit ,,fast“ in linearer Zeit durchfithrbar. Oft tritt sogar der Fall auf,
daf} die Folge ,spezielle Struktur® hat und wirklich in Linearzeit ausfithrbar
ist.
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3.2 Anwendungsbeispiele fiir UNION-FIND

3.2.1 Der Algorithnus von Kruskal fiir MST

MST: Minimum Spanning Tree, siehe auch Kapitel 4.1.
Eingabe: Knotenliste V, Kantenliste £ mit Kantengewichten.

Ausgabe: Datenstruktur: Menge GRUN.

Kruskal
1. Setze GRUN := ).
2. Sortiere E entsprechend Gewicht ,aufsteigend®.
Die sortierte Liste sei SORT(E).
3. Fir v € V fiihre aus: MAKESET(v).
4. Fir {v,w} € SORT(E) fithre aus
5 FIND(v) und FIND(w)
6. Falls FIND(v) # FIND(w) fiihre aus
7. UNION(FIND(v), FIND(w)) und GRUN := GRUN U {{v, w}}.
8. Gib GRUN aus.

Wenn SORT(E) bereits vorliegt, dann ist die Laufzeit in O(|E| - a(|E|, |V])).

3.2.2 Das OFFLINE-MIN-Problem

Gegeben sei eine Menge M = (). Fiihre ein Folge @) von n Operationen vom
Typ

INSERT([7] : M= MuU{i}
EXTRACT-MIN: M := M \ {min M}

aus, wobei 0.B.d.A. 7 eine positive ganze Zahl ist. Eine Operation INSERT(]
trete fiir jedes ¢ h6chstens einmal in der Folge auf.

Zu einer Folge ) wollen wir alle ¢ finden, die durch eine Operation
EXTRACT-MIN entfernt werden und die entsprechende EXTRACT-MIN-Ope-
ration angeben. (Daher Bezeichnung ,,Offline“: ) ist vorher bekannt.) Wir
l16sen das Problem durch eine Folge von UNION- und FIND-Operationen.

Bemerkung. Eine Folge von n Operationen vom Typ UNION und FIND,
beginnend mit einer Menge disjunkter Teilmengen einer Menge mit O(n)
Elementen, ist natiirlich ebenfalls in O(n - G(n)) (bzw. O(n - « (n,n)))
ausfiithrbar.
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Schreibe die Folge @ als

QEQE ... EQpy1,

wobei Q; fiir 1 < j < k+1 nur aus INSERT-Operationen besteht (moglicher-
weise Q; = (0); E stehe fiir eine EXTRACT-MIN-Operation. Die Anzahl der
EXTRACT-MIN sei also k.

Fiir den UNION-FIND-Algorithmus initialisieren wir (paarweise disjunkte)
Mengen

j := {i : INSERT[i] liegt in Q;}

fir 1 < j < k+1. Benutze Arrays PRED (predecessor) und SUCC (successor)
zur Erzeugung doppelt verketteter Listen der Werte j, fiir die eine Menge j
existiert.

Zu Beginn sei PRED[j] = j — 1 fiir 2 < j < k+ 1 und Svcc[j] = j + 1 fir
1<j<k.

fﬂ/ﬂ/\/kﬁ

127 %7k k+1

Formale Beschreibung der OFFLINE-MIN-Prozedur.

OFFLINE-MIN
1. Fiir 4 = 1 bis n fithre aus
2. Setze j := FIND][i]
Falls j < k, dann
Schreibe ,,% ist entfernt worden im j-ten EXTRACT-MIN ¢
UNION(34, Succ(j]; Sucel[j]),
Succ[PRED[j]] := Succlj],
PrED[SucC[j]] := PRED[j].

NS o w

Beispiel. Folge Q: 4,3, E, 2 E, 1 | E, mit k = 3.
N A e A A
Q1 Q2 Q3 Q4

Mengen: 1 = {4,3},2 = {2},3 = {1},4 = 0.

i=1: FIND[1] = 3;3 < 3 ~» ,1 ist im 3-ten EXTRACT-MIN entfernt worden.“
~ 1= {47 3}72 = {2}a4 = {1}3

Succ[2] =4, PRED[4] = 2

i=2: FIND[2] = 2;2 < 3 ~» ,,2 ist im 2-ten EXTRACT-MIN entfernt worden*
~1={4,3},4 ={1,2},
Succ(l] =4, PrReD[4] =1
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i=3: FIND[3] = 1;1 < 3 ~ ,, 3 ist im 1-ten EXTRACT-MIN entfernt worden.“
~ 4 = {4’ 37 1’2}’
Succ|0] = 4, PRED[4] =0

i=4: FIND[4] = 4;4 > 3 ~ 4 ist nicht geloscht worden.“

Bemerkung. Der Algorithmus OFFLINE-MIN ist sogar in O(n), da die
UNION-FIND-Folge zu den Spezialfillen gehort, die in Linearzeit ausfithrbar
sind.

3.2.3 Aquivalenz endlicher Automaten

Definition 3.3 FEin endlicher Automat A besteht aus einem Alphabet ¥,
einer endlichen Zustandsmenge (), einem Anfangszustand qy € (@, einer
Menge von Endzustinden F C () und der ,Zustandsiibergangsfunktion“
0:Q x X — Q. X" bezeichne die Menge aller Worte endlicher Linge iiber
Y (inkl. dem ,leeren Wort“ €). Dann 14t sich 6 erweitern zu ¢ : @ X X* — Q
durch

0(g,€) == q und
§(q, wa) := 6(6(q, w), a)
fiir alle w € ¥* und a € ¥ und q € Q.

Der Automat A akzeptiert ein Wort w genau dann, wenn 6(qy, w) €
F'. Die Sprache der Worte, die von A akzeptiert werden, heiit L(A). Zwei
Automaten A, und Aj heiien dquivalent, wenn L(.A1) = L(Ay) ist. Schreibe
dann A; = As.

Beispiel.

Y= {O, 1}, Q= {QOa q1, 92, qS}a F = {QO}a
L(A) := {w € £* : Anzahl der 0 in w und Anzahl der 1 in w sind gerade}.

0=
0110 0 lO
1 q3

Wir wollen moglichst , effizient“ fiir zwei beliebige endliche Automaten
A1 und A, iiber dem Alphabet ¥ entscheiden, ob sie dquivalent sind, d.h.,
ob L(.Al) = L(.AQ) ist.
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Beispiel. X ={0,1}.
Ai: Q1 ={a,b,c,d,e, f,g,h}, Anfangszustand a, Endzustandsmenge {c}.

Ag 1 Q2 = {v,w,z,y, 2z}, Anfangszustand v, Endzustandsmenge {y}.

Sind A; und As dquivalent? Die Antwort ist ,ja“. Wie kann man das
aber testen?

Wir benutzen zur Entscheidung, ob A; = A, den Begriff dquivalenter
Zustinde: schreibe ¢ = ¢'. Aus der Theoretischen Informatik ist dieser Be-
griff fiir Zusténde desselben Automaten A = (@, %, 4, s, F) bekannt. Dort
wurde definiert, dafl

q = ¢ fiir ¢,¢' € Q, wenn fiir alle w € ¥* gilt
d(g,w) € F <= 6(¢',w) € F.
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Entsprechend definiere fiir zwei endliche Automaten A; = (Q1,X%, d1, 81, F1)
und As = (Q2, 2, 02, 2, F»), daB fiir Zustinde ¢1 € Q1, g2 € Q2 mit 0.B.d.A.
Q1N Q2 =0 gilt:

g1 = qo wenn §1(q1, w) € F1 <= 62(qa,w) € F fiir alle w € X*.

Dann gilt offensichtlich: Ay = Ay <= 51 = s9.

Es ist leicht zu sehen (siehe auch Theoretische Informatik), dafl gilt:
q = ¢ fiir ¢,¢' € @ genau dann, wenn §(q,a) = 6(¢’, a) fiir alle a € 3.

Auflerdem ist ¢ #Z ¢’ fir alle ¢ € F,¢' € Q \ F (betrachte das leere Wort ¢).

Entsprechend gilt auch:

q1 = ¢ fiir 1 € Q1,92 € Q2 genau dann, wenn 6(q1,a) = 6(gz,a)
fiir alle a € 3.

Auflerdem ist q; # g0 fur alle g1 € F} und g2 € Q2 \ F» (bzw. g1 € Q1 \ Fi
und ¢y € Fy).

Diese Eigenschaften benutzen wir nun, um zu testen, ob A; = Ay, d.h.
81 = 8. Wir nehmen an, dafl s; = s9, und folgern daraus die Aquivalenz
weiterer Zustdnde. Auf diese Weise erhalten wir eine Partition von Q1 U Q2
in Klassen ,angeblich dquivalenter” Zustdnde. Enthélt eine dieser Klassen
sowohl einen Endzustand als auch einen Nichtendzustand, so kann auch nicht
$1 = so gelten.

Vorgehensweise informell. In einem STACK S werden Paare von Zu-
stdnden (g1, ¢g2) gehalten, die ,angeblich“ dquivalent sind, deren Nachfolger
(61(q1,a),02(g2,a)) usw. noch nicht betrachtet wurden. Zu Beginn enthilt
S das Paar (s1,s2). Um eine Partition von Q1 U Q2 in Klassen ,angeblich“
dquivalenter Zusténde zu berechnen, wird eine Folge von UNION- und FIND-
Operationen benutzt. Beginnend mit den einelementigen Teilmengen von
@1 U Q2 werden jeweils die Mengen vereinigt, die ¢; bzw. g2 enthalten fiir
ein Paar (q1,¢2), das als ,,angeblich“ dquivalent nachgewiesen wurde. Dann
ist A1 = Ay genau dann, wenn die Partition von (1 U @2, mit der das
Verfahren endet, keine Menge enthilt, die sowohl einen Endzustand als auch
einen Nichtendzustand als Element enthélt.
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Formale Beschreibung.

Aquivalenz endlicher Automaten

.S5:=0
. Fiir alle ¢ € Q1 U Q5 fithre aus
MAKESET(q);

. PusH((s1, s2));

. Solange S # () fithre aus

(q1,92) == Por(S);

falls FIND[¢1] # FIND|gy] fiihre aus
UNION(FIND[q1], FIND[g2])
Fiir alle a € X: PUSH(61(q1,a), 02(g2,a)).

Laufzeitanalyse. Sei n := |Q1]| + |Q2| und |¥| = k. Da zu Beginn die
Partition aus n Mengen besteht, werden héchstens n — 1 UNION ausgefiihrt.
Die Anzahl der FIND ist proportional zur Anzahl der Paare, die insgesamt
auf den Stack gelegt werden. Dies sind hochstens & - (n — 1) + 1 Paare, da
nur nach jeder UNION-Operation jeweils ¢ Paare auf S gelegt werden. Wird
|2| = k als Konstante angenommen, so ist die Laufzeit also in O(n - G(n))
(bzw. O(n - a(n,n))).

Beispiel. Test auf Aquivalenz der Automaten von oben (S. 32).
Nach MAKESET-Operationen: {a}, {b},...,{v},...,{z}
e S:(a,v)
FIND(a) = {a} # {v} = FIND(v)

UNION
— {

a,v},{b};{c}, ..., {w},{x},{y}, {z}

e S:(bw),(f,2)
FIND(f) = {f} # {z} = FIND(2)
UNION, 0 0}, (b}, {cs - {Fo 2 {0}, {o} {1}

e S: (b, ’w), (Ca y)’ (g,x)

FIND(g) = {g} # {«} = FIND(z)



36 KAPITEL 3. DAS UNION-FIND-PROBLEM
UNION
— {a'a U}, {b}7 {C}, R {fa Z}, {g,a:} ety {w}a {y}

e S:(bw),(c,y),(g,),(e,v)

FIND(e) = {e} # {a,v} = FIND(v)
UNION, 14 ¢, v}, {b}, {c}, {d}, {[, 2}, {9, =}, (B}, {w}, {v}

e S:(bw),(cvy),(g,z),(h,w),(f,2)

FIND(f) = {f, 2} = FIND(2)

b S : (b’ w)7 (C’ y)’ (g’ :E)’ (h’7 w)
FIND(h) = {h} # {w} = FIND(w)

UNION

R {a’ €, 'U}’ {b}v {C}, {d}a {fa Z}, {ga 3:}7 {h’ w}’ {y}

e S: (b,w),(c,y),(g,x),(g,x),(c,y)

FiND(c) = {c} # {y} = FIND(y)

MO, fa,e,0}, {0}, {es ), {d}, (£ 2}, g, o}, (s w)

o S (b,w),(c,y),(a,v),(g,x), (g,:v), ((J,,’U),(C,y)

e S:(bw)
FIND(b) = {b} # {h, w} = FIND(w)

UNION, fa,e,v}, {b,h,w}, {c,y}, {d}, {f,2}, {92}

e 5= @, Mengen {a'a e,v}, {b, haw}a {Cay}a {d}, {f, Z}, {g,:z:}.

Die Endzustidnde ¢ und y sind nicht mit Nicht-Endzustdnden zusammen in
einer Menge, also ist A; = As.



Kapitel 4

Aufspannende Baume
minimalen Gewichts

Der Literaturtip. Der , Algorithmus von Kruskal“ ist in [Kru56]
beschrieben. Bereits 1930 wurde von Jarnik ein Algorithmus ver-
offentlicht (in tschechisch), der dem ,, Algorithmus von Prim* ent-
spricht. Spéter ist er unabhingig voneinander von Prim [Pri57]
und Dijkstra [Dij59] wiederentdeckt worden. Die Farbungsme-
thode wird in [Tar83] von Tarjan beschrieben. Dort werden auch
andere Varianten der Farbungsmethode angegeben. Folgen von
UNION-und FIND-Operationen und Datenstrukturen vom Typ
HEAP, sowie die effiziente Implementationen der Algorithmen
von Kruskal und Prim unter Benutzung dieser Konzepte sind
ebenfalls genauer in [Tar83] beschrieben. Matroide und deren Zu-
sammenhang mit aufspannenden Biumen sind etwa in [Jun94]
zu finden.

4.1 Einfiihrung

Wir benutzen folgende Grundbegriffe der Graphentheorie. Bezeichne das
Paar G = (V, E) einen ungerichteten Graphen mit endlicher Knoten-
menge V und Kantenmenge F C {{u,v} : u,v € V,u # v}. Ein Weg in G
ist eine Folge vy, v, ... , v von Knoten aus V, in der zwei aufeinanderfolgen-
de Knoten durch eine Kante aus E verbunden sind. Ein Graph G = (V, E)
heifit zusammenhiingend, wenn es zwischen je zwei Knoten u,v € V einen
Weg in G gibt. Ein zusammenhéngender Graph B = (V(B), E(B)) heifit
Baum, wenn es zwischen je zwei Knoten aus V(B) genau einen Weg in B
gibt. Ein zusammenhéngender Teilgraph B = (V(B), E(B)) von G = (V, E),
E(B) C E, heifit aufspannend, wenn V(B) = V.

37
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Problem 4.1 Das MST-Problem.'

Gegeben sei ein zusammenhéngender Graph G = (V, E) und eine Gewichts-
funktion ¢ : E — IR. Finde einen aufspannenden Teilgraph B = (V,E")
von G, mit E' C E, der ein Baum ist und beziiglich ¢ minimales Gewicht
hat. Das heifit so, da3

o(B)= Y c({uv})

{u,v} € E

minimal iiber alle aufspannenden Biume in G ist.

Abbildung 4.1: Ein aufspannender Baum minimalen Gewichts.

Motivation. Das MST-Problem ist ein Grundproblem der algorithmi-
schen Graphentheorie, das viele Anwendungen hat, etwa beim Entwurf ei-
nes Netzwerkes, das geographisch verteilte Komponenten méglichst giinstig
miteinander verbinden soll, um beispielsweise Kommunikationsmd&glichkei-
ten oder Infrastruktur zur Verfiigung zu stellen.

Wir wollen effiziente Algorithmen zur Losung des MST-Problems ent-
werfen. Alle aufspannenden Bdume in einem Graphen zu ermitteln und einen
kostenminimalen daraus auszuwéhlen, ist sicher keine ,,effiziente* Vorgehens-
weise: Man kann unter Benutzung der sogenannten ,, Priifer—Korrespondenz*
beweisen, daB es in einem vollstindigen Graphen mit n Knoten n™~2 auf-
spannende Bidume gibt. (Dies ist der Satz von Cayley.) Dazu zeigt man,
daB} es eine bijektive Abbildung zwischen der Menge aller aufspannenden
Baume tiber n Knoten und der Menge aller Worte der Lénge n — 2 iiber dem
Alphabet {1,... ,n} gibt.

Im néchsten Abschnitt formulieren wir eine allgemeine Vorgehenswei-
se zur Losung des MST-Problems, die alle bisher bekannten Algorithmen
fiir das MST-Problem verallgemeinert. Diese allgemeine Methode, genannt

IMST steht fiir Minimal Spanning Tree
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,Farbungsmethode“, ist von R. E. Tarjan eingefithrt worden. Wir werden
sehen, daf} zwei klassische Algorithmen zur Losung des MST—Problems, der
»Algorithmus von Kruskal“ und der ,, Algorithmus von Prim“, nur spezielle
Varianten der Farbungsmethode sind. Fiir diese beiden Algorithmen wer-
den wir effiziente Implementationen skizzieren. Die Farbungsmethode kann
als ein ,,Greedy—Verfahren“ im allgemeinen Sinne aufgefafit werden. Es wer-
den auf der Basis der bisher konstruierten Teillosung Kanten in die Losung
aufgenommen oder aus der Losung ausgeschlossen. Diese Entscheidungen
werden nachtréglich nicht mehr riickgéngig gemacht. Die Optimalitdt von
Greedy—Verfahren basiert auf einer kombinatorischen Struktur, die im letz-
ten Abschnitt kurz behandelt wird.

4.2 Die Farbungsmethode von Tarjan

Die Farbungsmethode firbt Kanten nacheinander grin oder rot. Am Ende
bildet die Menge der griinen Kanten einen aufspannenden Baum minimalen
Gewichts. Die Farbungen der Kanten sind Anwendungen von Regeln, einer
griinen Regel oder einer roten Regel. Um diese Regeln zu formulieren,
benotigen wir die Begriffe ,,Schnitt“ und ,,Kreis“ in einem Graphen.

Definition 4.2 Ein Schnitt in einem Graphen G = (V, E) ist eine Parti-
tion (S,V \ S) der Knotenmenge V. Eine Kante {u,v} kreuzt den Schnitt
(S, V\S), fallsw € S und v € V' \ S ist. Oft wird auch die Menge der
Kanten, die den Schnitt (S,V \ S) kreuzt, mit diesem Schnitt identifiziert.

Beispiel. Ein Schnitt (S,V \ ).
S . V\S

Definition 4.3 Ein Kreis in einem Graphen G = (V,E) ist eine Folge
v1,...,Up = v1,k > 3, von Knoten aus G, in der zwei aufeinanderfolgen-
de Knoten durch eine Kante verbunden sind, und kein Knoten aufler dem
Anfangs- und Endknoten zweimal auftritt.
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Beispiel. Die Folge vy, vo, v3, v4, V5, Vg, v1 ist ein Kreis.

Griine Regel. Wihle einen Schnitt in G, der von keiner griinen Kante
gekreuzt wird. Unter allen ungefiirbten Kanten, die diesen Schnitt kreuzen,
wéhle eine Kante minimalen Gewichts und firbe sie griin.

Beispiel. Eine Anwendung der griinen Regel: Die gestrichelten Kanten
sind bereits rot, die breiten Kanten griin gefirbt. Die Kante mit Gewicht 6
wird griin gefirbt.

Rote Regel. Wihle einen Kreis, der keine rote Kante enthilt. Unter allen
ungefirbten Kanten, die auf diesem Kreis liegen, wéhle eine Kante maxima-
len Gewichts und firbe sie rot.

Beispiel. Eine Anwendung der roten Regel: Wieder sind die gestrichelten
Kanten bereits rot, die breiten Kanten griin gefirbt. Wir wihlen den Kreis
aus obigem Beispiel. Die Kante mit Gewicht 14 wird rot gefarbt.
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Die Farbungsmethode von Tarjan
1. Solange noch eine der beiden Regeln anwendbar ist
2. wende die griine oder die rote Regel an.

Diese Methode ist nichtdeterministisch. Im allgemeinen gibt es in einem
Schleifendurchlauf verschiedene Wahlmoglichkeiten. Einerseits kann die Re-
gel, welche angewandt wird, gewihlt werden, andererseits die Kante, auf die
die gewéhlte Regel angewandt wird. Die Behauptung ist, dafl am Ende die
Menge aller griin gefirbten Kanten einen aufspannenden Baum minimalen
Gewichts in G induziert. Um die Korrektheit des Verfahrens zu beweisen,
also die Behauptung, dal am Ende gerade die Menge aller griin gefirbten
Kanten einen aufspannenden Baum minimalen Gewichts in G induziert, for-
mulieren wir die folgende , Invariante* fiir die Farbungsmethode.

Farbungsinvariante. Es gibt einen aufspannenden Baum minimalen Ge-
wichts, der alle grinen Kanten und keine rote Kante enthilt.

Wir werden beweisen, dafl die Farbungsmethode die Farbungsinvariante
erhilt. Ist erst dann keine der beiden Regeln mehr anwendbar, wenn alle
Kanten gefirbt sind, so folgt die Korrektheit des Farbungsalgorithmus aus
der Farbungsinvariante.

Satz 4.1 Satz iiber die Farbungsinvariante

Die Fiarbungsmethode angewandt auf einen zusammenhingenden Graphen
erhilt die Farbungsinvariante. Nach jedem Féarbungsschritt gibt es also einen
aufspannenden Baum minimalen Gewichts, der alle griinen Kanten und keine
rote Kante enthalt.

Beweis. Wir beweisen den Satz iiber die Farbungsinvariante durch eine In-
duktion iiber die Anzahl m der Farbungsschritte.

Induktionsanfang (m = 0). Alle Kanten sind ungefirbt und jeder
aufspannende Baum minimalen Gewichts erfiillt die Farbungsinvariante. Da
der Graph zusammenhingend ist, existiert mindestens ein aufspannender
Baum.
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Induktionsschlufl (m — m + 1). Fiir den (m + 1)-ten Féarbungs-
schritt sind zwei Félle zu unterscheiden. Er ist entweder eine Anwendung
der griinen Regel oder eine Anwendung der roten Regel. Wir betrachten die
Kante e, auf die der (m + 1)-te Farbungsschritt angewandt wurde.

Fall 1: Der (m + 1)-te Farbungsschritt ist eine Anwendung der griinen
Regel auf die Kante e. Nach Induktionsvoraussetzung existiert nach dem
m~ten Firbungsschritt ein aufspannender Baum B minimalen Gewichts,
der alle griinen Kanten und keine rote Kante enthilt. Ist ¢ in B enthalten,
so erfiillt B auch nach dem (m + 1)-ten Fiarbungsschritt diese Bedingung.

Ist e nicht in B enthalten, so betrachte den Schnitt, auf den die griine
Regel im (m + 1)-ten Féarbungsschritt angewandt wurde. Da B zusam-
menhéngend und aufspannend ist, muf es in B einen Weg geben, der die
Endknoten von e enthéilt und mindestens eine Kante €', die den betrachteten
Schnitt kreuzt. Da B keine rote Kante enthélt und die griine Regel auf den

Schnitt mit e angewandt wird, ist €’ ungefirbt. Wegen der Wahl von e ist
c(e') > c(e).

Durch Wegnahme von ¢’ und Hinzunahme von e entsteht aus B dann
wieder ein Baum B’. Dieser Baum B’ ist wiederum ein aufspannender Baum
minimalen Gewichts, der die Farbungsinvariante erfiillt.

B =¢ —€ +e

Abbildung 4.2: Die gestrichelten Kanten sind rot, die breiten Kanten griin
gefiarbt. Die griinen Kanten bilden zusammen mit den doppelt gezeichneten
Kanten den Baum B. Durch Austausch von ¢ und e erhalten wir aus B
einen aufspannenden Baum B’ mit kleinerem Gewicht, der wiederum die
Farbungsinvariante erfiillt.
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Fall 2: Der (m + 1)-te Farbungsschritt ist eine Anwendung der roten
Regel auf die Kante e. Sei B wieder der nach Induktionsvoraussetzung nach
dem m—ten Farbungsschritt existierende aufspannende Baum minimalen Ge-
wichts, der die Farbungsinvariante erfiillt. Falls e nicht in B ist, so erfiillt B
auch nach dem (m + 1)-ten Farbungsschritt die Farbungsinvariante.

Ist e in B enthalten, so zerfillt B nach Wegnahme von e in zwei Teil-
bdume, deren Knotenmengen einen Schnitt im Graphen induzieren, der von
e gekreuzt wird. Betrachte den Kreis, auf den die rote Regel im (m + 1)-ten
Féarbungsschnitt angewandt wurde. Auf diesem Kreis liegt eine Kante e’ # e,
die ebenfalls den Schnitt kreuzt und nicht rot gefirbt ist. Die Kante €’ ist
auch nicht griin gefirbt, da nach Definition des Schnittes nicht beide, e und
e/, zu B gehoren konnen. Da die rote Regel im (m + 1)-ten Fiarbungsschritt
auf e angewandt wird, ist c(e) > c(¢€).

Der Baum B’, der aus B durch Wegnahme von e und Hinzunahme von
e’ entsteht, ist dann wieder ein aufspannender Baum minimalen Gewichts,
der die Farbungsinvariante erfiillt. |

Satz 4.2 Die Farbungsmethode firbt alle Kanten eines zusammenhingen-
den Graphen rot oder griin.

Beweis. Falls die Farbungsmethode endet bevor alle Kanten gefiirbt sind, so
existiert einerseits eine Kante e, die nicht gefarbt ist, andererseits ist weder
die rote noch die griine Regel anwendbar. Da die Fiarbungsinvariante erfiillt
ist, induzieren die griinen Kanten eine Menge von ,griinen Bdumen* (wobei
jeder Knoten als ,,griin“ aufgefait wird).

Fall 1. Beide Endknoten der ungefirbten Kante e liegen in demselben
griimen Baum. Dann bildet e zusammen mit dem Weg in diesem Baum,
der die Endknoten von e verbindet, einen Kreis, auf den die rote Regel
anwendbar ist.

Fall 2. Die Endknoten von e liegen in verschiedenen griinen Biumen.
Dann existiert ein Schnitt, der von e gekreuzt wird, und auf den die griine
Regel anwendbar ist. Betrachte dazu einfach einen der Schnitte, die durch
die beiden griinen Biume, in denen die Endknoten von e liegen, induziert
wird. |
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4.3 Der Algorithmus von Kruskal

Der Algorithmus von Kruskal 148t sich nun einfach als eine Variante der
Farbungsmethode formulieren.

Eingabe: Graph G = (V, E)
Ausgabe: Aufspannender Baum minimalen Gewichts.

Algorithmus von Kruskal
1. Sortiere die Kanten nach ihrem Gewicht in nicht-absteigender Reihen-
folge.
2. Durchlaufe die sortierten Kanten der Reihe nach, und wende folgenden
Féarbungsschritt an:

3. Wenn beide Endknoten der Kante in demselben griinen Baum
liegen, so firbe sie rot;
4. ansonsten firbe sie griin.

Der Algorithmus endet, wenn alle Kanten durchlaufen sind. Der Algorithmus
von Kruskal ist offensichtlich eine spezielle Version der Farbungsmethode,
denn jeder Farbungsschritt ist eine Anwendung der griinen oder roten Regel.
Betrachte dazu die néichste Kante e in der sortierten Kantenfolge.

Farbe rot: Wird die Kante e rot gefirbt, so liegen ihre beiden End-
knoten in demselben griinen Baum. Sie schie8t also einen Kreis, der keine
rote Kante enthélt und e als einzige ungefirbte Kante. Damit ist dieser
Farbungsschritt eine Anwendung der roten Regel.

Firbe griin: Wird die Kante e griin gefiarbt, so liegen ihre beiden End-
knoten nicht in demselben griinen Baum. Damit induziert sie einen Schnitt,
der von keiner anderen griinen Kante gekreuzt wird. Wegen der Sortierung
der Kanten ist dieser Farbungsschritt eine Anwendung der griinen Regel.

In einer Implementation des Algorithmus von Kruskal miissen zwei Teil-
schritte effizient realisiert werden: die Sortierung der Kanten entsprechend
ihrem Gewicht und die Organisation der griinen Biume in einer Form, die
den Test ,beide Endknoten einer Kante liegen in demselben griinen Baum*
unterstiitzt. Die Sortierung der Kanten kann in Laufzeit O(|E|log|E|) =
O(|E|log|V|) vorgenommen werden. Die Organisation der (sich verdndern-
den) griinen Biume wird als Folge von UNION- und FIND-Operationen rea-
lisiert:

o FIND: Finde die griinen Biume, in denen die beiden Endknoten der
zu firbenden Kante liegen.

e UNION: Vereinige die beiden griinen Baume, in denen die beiden End-
knoten einer Kante liegen, die griin gefirbt wird.
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Wenn eine sortierte Kantenliste gegeben ist, so kann diese Folge von UNION-
und FIND-Operationen in Laufzeit O(|E|- «(|E|,|V])) realisiert werden, wo-
bei a(|E|,|V|) die sehr langsam wachsende Funktion aus Abschnitt 3.1.4,
S. 29 ist. Die Gesamtlaufzeit wird also durch das Sortieren dominiert. In
Situationen, in denen die Kanten bereits sortiert vorliegen, oder die Kan-
tengewichte so sind, daf} sie ,,schneller” als in O(|E|log |V|) sortiert werden
konnen, ist auch die Gesamtlaufzeit in O(|E| - a(|E|, |V ])).

4.4 Der Algorithmus von Prim

Der Algorithmus von Prim [48t sich ebenfalls als spezielle Variante der
Féarbungsmethode formulieren.

Eingabe: Graph G = (V, E)

Ausgabe: Aufspannender Baum minimalen Gewichts.

Algorithmus von Prim
1. Wihle einen beliebigen Startknoten und betrachte diesen als einen
“griinen Baum”.
2. Wiederhole den folgenden Firbungsschritt (|V| — 1)-mal:
3. Wihle eine ungefirbte Kante minimalen Gewichts, die genau
einen Endknoten in dem griinen Baum hat, der den Startkno-
ten enthilt, und firbe sie griin.

Der Algorithmus von Prim ist offensichtlich eine spezielle Version der Fér-
bungsmethode, denn jeder Farbungsschritt ist eine Anwendung der griinen
Regel. Der Schnitt, auf den die griine Regel angewandt wird, wird jeweils
von den Knoten des griinen Baumes induziert, der den Startknoten enthilt.
Nach genau |V| — 1 solcher Farbungsschritte ist nur noch die rote Regel an-
wendbar, denn zu Beginn kénnen wir die |V| Knoten als |V| disjunkte griine
Bidume auffassen. Mit jedem Farbungsschritt reduziert sich die Anzahl der
disjunkten griinen Bidume um genau einen. Nach |V| — 1 Farbungsschritten
muf} also genau ein griiner Baum {ibrig sein.

Implementation des Algorithmus von Prim. Die Idee der Implemen-
tation besteht darin, Kanten, die ,Kandidaten* dafiir sind, griin gefirbt zu
werden, geeignet zu verwalten. Dazu sei zu einem beliebigen Zeitpunkt des
Algorithmus B der griine Baum, der den Startknoten enthélt. Ein Knoten
u begrenzt B genau dann, wenn u nicht in B ist, aber eine Kante {u,w} in
G existiert, fiir die w in B ist. Zu jedem Knoten u, der B begrenzt, betrach-
te eine Kante mit minimalem Gewicht, die © und B verbindet und nenne
sie hellgrin. Die hellgriinen Kanten sind Kandidaten als nichstes griin zu



46 KAPITEL 4. AUFSPANNENDE BAUME MINIMALEN GEWICHTS

werden, und die griinen und hellgriinen Kanten bilden B und seine begren-
zenden Knoten.

In einer Implementation des Algorithmus von Prim besteht eine Anwen-
dung des Farbungsschritts aus:

e Wahl einer hellgriinen Kante minimalen Gewichts. Diese Kante wird
griin gefirbt und damit ein neuer Knoten u in B eingefiigt.

e Betrachte alle Kanten {u,w}. Falls w nicht in B ist und zu keiner
hellgriinen Kante inzident ist, firbe {u,w} hellgriin; falls w nicht in
B, aber zu einer hellgriinen Kante {w, z} grofileren Gewichts inzident
ist, so fiarbe diese rot und {u,w} hellgriin; ansonsten firbe {u, w} rot.

Basierend auf dieser Idee ist der Algorithmus von Prim in Laufzeit O(|V?)
direkt realisierbar. Benutzt man etwa einen HEAP zur Verwaltung der hell-
grimen Kanten, so kann der Algorithmus in O(m - logy,/n, 1) realisiert
werden (wobei m = |E| und n = |V|). Falls m € Q(n'*€) ist, ist dies in
O(m/e). Der Algorithmus von Prim ist daher gut geeignet fiir ,,dichte“ Gra-
phen, also fiir Graphen mit |E| € Q(|V|}*€), e > 0. Er ist schlechter als der
Algorithmus von Kruskal, wenn die Kanten vorsortiert sind.

4.5 Greedy—Verfahren und Matroide

Wir haben in dem Korrektheitsbeweis zur Farbungsmethode mehrfach ein
Austauschargument benutzt. Dabei haben wir aus einem aufspannenden
Baum minimalen Gewichts durch Austausch einer Kante des Baumes durch
eine geignete Kante, die nicht zum Baum gehort, wieder einen aufspannen-
den Baum minimalen Gewichts konstruiert. Dieses Austauschargument ba-
siert auf einer interessanten strukturellen Eigenschaft von Biumen in Gra-
phen. Die Mengen von Kanten eines Graphen, welche Bidume induzieren,
bilden eine spezielle kombinatorische Struktur, ein ,Matroid*.

Definition 4.4 Ein Mengensystem U iiber einer endlichen Menge M heifit
Unabhiéngigkeitssystem, wenn

e el

e I1 €U,y C Iy induziert Iy € U

Matroide sind nun Unabhingigkeitssysteme, die eine gewisse Austauschei-
genschaft erfiillen.
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Definition 4.5 Ein Unabhingigkeitssystem U ist ein Matroid, falls es fol-
gende ,Austauscheigenschaft® erfiillt:

e FallsI,J C M, 1I,J €U mit |I| =|J|, dann existiert ein e € I und ein
e € Jmit (I\{e})U{e}el.

Man kann nun beweisen, daf§ ein Greedy—Verfahren genau dann eine op-
timale Losung iiber einem Mengensystem liefert, wenn das Mengensystem
ein Matroid ist. Offensichtlich bilden die Mengen von Kanten eines Gra-
phen, welche Mengen von Biumen induzieren, ein Unabhangigkeitssystem
iiber der Kantenmenge E. Denn einerseits induziert die leere Menge einen
Baum, andererseits induziert jede Teilmenge einer Kantenmenge, die eine
Menge von Bidumen induziert, ebenfalls eine Menge von Bdumen. Mit dem
Austauschargument, das wir im Korrektheitsbeweis der Farbungsmethode
angewandt haben, kann man beweisen, dafl dieses Unabhéingigkeitssystem
sogar ein Matroid bildet.
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Kapitel 5

Schnitte in Graphen und
Zusammenhang

Der Literaturtip. Schnitte in Graphen und Zusammenhang
werden in [SW94, N192, FIN93] beschrieben.

5.1 Schnitte minimalen Gewichts: MinCut

Problem. MINCUT. Gegeben sei ein Graph G = (V, E) mit einer Kanten-
gewichtsfunktion ¢ : E — RJ . Finde einen nichttrivialen Schnitt (S,V\S)
minimalen Gewichts in G, d.h. finde S CV,) # S # V, so dafl

c(S,V\8S):= Z c({u,v})
{u,v} € E,
u € S,
veV\S

minimal wird. (S, V\S) wird minimaler Schnitt genannt.

Beispiel.

-2 (93~ (324 (4
3 272 ‘ 2 ‘ 279
5 6 7 8
3 1 3

Minimaler Schnitt

49
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Bemerkung

Mit einem FluBlalgorithmus (Ford & Fulkerson, Goldberg & Tar-
jan) kann man zu gegebenen s und ¢ einen minimalen s—¢—Schnitt
bestimmen. Einen minimalen Schnitt allgemein kann man al-
so durch |V|?2 Durchliufe eines FluBalgorithmus (fiir alle mogli-
chen s,t € V) berechnen oder sogar effizienter durch |V| — 1
Durchliufe, indem man ein s festhélt. In diesem Kapitel wollen
wir einen minimalen Schnitt ohne Anwendung von Fluimetho-
den berechnen. Der hier behandelte Algorithmus ist gleichzeitig
(etwas) effizienter als |V |—1-maliges Anwenden des effizientesten
bekannten FluBalgorithmus.

Wir benutzen folgende Definitionen:

Definition 5.1 Zu S CV und v ¢ S sei

cSv) = > c{u,v})
{u,v} € E
u €S

Den Knoten v € V'\ S, fiir den ¢(S,v) maximal wird, nennen wir auch den
am stérksten mit S verbundenen Knoten.

Definition 5.2 (Verschmelzen zweier Knoten) Seien s,t € V. Dann
werden s und t verschmolzen, indem ein neuer Knoten zs; eingefiihrt
wird, s und t geloscht werden, alle Nachbarn von s und t zu Nachbarn von
x5+ werden und gegebenenfalls Kantengewichte von Kanten, die inzident zu
s oder t waren, addiert werden. Falls zuvor {s,t} eine Kante war, wird diese
ebenfalls geloscht.

Formal. Sei G = (V,E),c: E— R}, s,t € V, s # t. Durch Verschmel-
zen von s und ¢ wird G in G’ = (V', E') und die Kantengewichtsfunktion in
c: E' — Ry transformiert mit

Vo= (V\ {s,t}) U{zss} mit o, ¢V
E' = E\{{u,v} € E:u=soderu=t}U
{{zst,v} : {s,v} € E oder {t,v} € Eund v € V' \ {s,t}}
c({s,v}), falls {s,v} € E und {t,v} ¢ E
c({zst,v}) = < ce({t,v}), falls {t,v} € E und {s,v} ¢ E .

c({s,v}) + c({t,v}), falls {s,v},{t,v} € E.
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Beispiel.

verschmelze 1 mit 5

5.1.1 Der Algorithmus von Stoer & Wagner

Der folgende Algorithmus wurde von Stoer & Wagner (1994) veroffentlicht
und basiert teilweise auf Ideen von Nagamochi & Ibaraki (1992).

Idee. Der Algorithmus besteht aus |V| — 1 Phasen. In der i—ten Phase
wird in einem Graph G; ein Schnitt berechnet — der Schnitt der Phase 1.
G; entsteht aus dem Graphen G;_1, der der vorherigen Phase zugrunde lag,
durch Verschmelzen ,geeigneter Knoten* s und ¢. Der Schnitt der Phase ¢
(Si, Vi \ S;) wird mit einer Prozedur berechnet, die dem Algorithmus von
PRriM fiir MST entspricht. Ausgehend von einem Startknoten a wird in jedem
Schritt der am stédrksten mit S; verbundene Knoten zu S; hinzugefiigt, wobei
zu Beginn S; := {a} ist. Die zu verschmelzenden , geeigneten Knoten“ s und
t der Phase ¢ sind die beiden letzten Knoten, die zu S; hinzugefiigt werden.
Schnitt der Phase i ist S; := (V' \ {¢}, {t}). Ergebnis des ganzen Algorithmus
ist der minimale Schnitt aller Schnitte der Phasen i (1 <7 < |[V]| —1).
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Beispiel. Der Startknoten sei 2.

e 1. Phase
- G =0G.
- 51 ={2}
- 51 =1{2,3}.
- 51 ={2,3,4}
- 51 =1{2,3,4,7}

- 51 ={2,3,4,7,8}

- 51 =412,3,4,7,8,6}

- 5=1{2,3,4,7,8,6,5} = s=5

- S1=V,alsot=1

— Schnitt der ersten Phase ist also (V3 \ {1},{1}) mit Gewicht 5.

e 2. Phase
width width width width width width width
— Sy := {2}
- 52 = {23 {135}}

- So=12,{1,5},6}

- S9=12,{1,5},6,3}

- S ={2,{1,5},6,3,4}

- S2=1{2,{1,5},6,3,4,7} = s=17

— Sy =V,, alsot =38

— Schnitt der zweiten Phase ist also (V5 \ {8}, {8}) mit Gewicht 5.
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e 3. Phase
— S3:={2}
- S3={2,{1,5}}

- S35 ={2,{1,5},6}

- S3=12,{1,5},6,3}

- S3={2,{1,5},6,3,4} = s=4
— S5 =V3,t={7,8}

— Schnitt der dritten Phase ist also (V3 \ {7,8},{7,8}) mit Ge-
wicht 7.

e 4. Phase

— Sy :={2}

- Sy ={2,{1,5}}

- Sy ={2,{1,5},6}

S+ =1{2,{1,5},6,3} = s=3
Sy =Vy,t =1{4,7,8}

— Schnitt der vierten Phase ist also (V4 \{4,7,8},{4,7,8}) mit Ge-
wicht 7.

e 5. Phase
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— S5 := {2}

- 85 ={2,{1,5}}

- S5 =1{2,{1,5},6} = s=6
- S5 ="V;5,t=1{3,4,7,8}

— Schnitt der funften Phase ist also (V5 \ {3,4,7,8},{3,4,7,8}) mit
Gewicht 4.

e 6. Phase

1,5

— S := {2}
S = {2,{3,4,6,7,8}} = s = {3,4,6,7,8}
— 8¢ = Vs,t = {1,5}

— Schnitt der sechsten Phase ist also (Vs\{1,5},{1,5}) mit Gewicht
7.

e 7. Phase

- S ={2}=5=2
- 57:‘/7,75:‘/\{2}
— Schnitt der siebten Phase ist also (V7 \ {2},{2}) mit Gewicht 9.

Der minimale Schnitt unter allen Schnitten der Phasen ist der Schnitt
der fiinften Phase mit Gewicht 4. Dieser Schnitt (V5 \ {3,4,7,8},{3,4,7,8})
in G5 induziert in G den Schnitt ({1,2,5,6},{3,4,7,8}).
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Formale Beschreibung des Algorithmus.

Prozedur: MINSCHNITTPHASE(G, ¢, a)
1. Setze S:={a}, t:=a
2. Solange S #V; ist, fithre aus

3. Bestimme Knoten v € V'\ S mit ¢(S,v) maximal und setze
S:=SU{v}

4. Setze s:=tund t :=v

5. Speichere (V; \ {t},{t}) als SCHNITT-DER-PHASE

6. Konstruiere aus G; Graph G;41 durch Verschmelzen von s und ¢.

Algorithmus: MIN-SCHNITT(G, ¢, a)
1. Setze G; .= G
2. Fir ¢ =1 bis |[V| — 1 fiithre aus

3. MINSCHNITTPHASE(G;, ¢, a)

4. Falls der SCHNITT-DER-PHASE kleiner ist als MIN-SCHNITT (der
bisher minimale SCHNITT-DER-PHASE), dann

5. speichere SCHNITT-DER—PHASE als MIN-SCHNITT

6. Gib MIN-SCHNITT aus.

Laufzeit. Die Prozedur MINSCHNITTPHASE kann genauso wie der Algo-
rithmus von Prim implementiert werden, wobei nur anstatt eines Minimums
jeweils ein Maximum berechnet und am Ende G; 11 konstruiert werden mu$.
Mit einem HEAP kann Prozedur MINSCHNITTPHASE in O(|E| + |V|log|V|)
ausgefiihrt werden. Dazu werden die Knoten auflerhalb der Menge S in einem
HEAP verwaltet, in dessen Wurzel das Element mit maximalem Schliissel-
wert steht. Der Schliisselwert von v € V' \ S ist jeweils ¢(S,v) zur aktu-
ellen Menge S. Wird ein Knoten zu S eingefiigt, so wird die Wurzel des
HEAP geloscht, die Schliisselwerte der Knoten im HEAP jeweils ggf. entspre-
chend erh6ht und Knoten an die richtige Stelle im HEAP bewegt. Ein Aufruf
von MINSCHNITTPHASE erfordert also maximal |V|-mal DELETEMAX und
hochstens |E|-mal ,,erh6he Schliisselwert“ mit entsprechender Knotenbewe-
gung (im HEAP ausgefiihrt).

Dies ist in O(|V|log|V| + |E|) moglich. Damit ist der Aufwand fiir
MINSCHNITT insgesamt in O(|V|?1log |V | + |V || E]).

Korrektheit des Algorithmus. Fiir s,t € V, s # t nenne den Schnitt
(S,V\S) mit s € Sund ¢t € V\ S einen s—t—Schnitt. Ein s—¢-Schnitt
trennt Knoten v und v, wenn v € Sund v € V'\ S.
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Lemma 5.1 Zu G = (V,E) und ¢ : E — R{ gilt fiir die Prozedur
MINSCHNITTPHASE(G, ¢,a) mit beliebigem a € V, dafi der berechnete
SCHNITT-DER-PHASE minimal ist unter allen s—t—Schnitten, wobei s und
t vorletzter bzw. letzter betrachteter Knoten ist.

Beweis. Sei (S,V \ S) SCHNITT-DER-PHASE, s und ¢ vorletzter und letz-
ter betrachteter Knoten. MINSCHNITTPHASE betrachtet die Knoten aus V
entsprechend einer ,linearen Ordnung®, die mit g beginnt und mit s und ¢
endet. Betrachte einen beliebigen s-t-Schnitt (S, V \ S’). Wir zeigen, daf
c(S",V\ S >¢(S,V\S) ist. Nenne einen Knoten v € V' aktiv (bzgl. S'),
wenn v und der Knoten, der unmittelbar vor ¥ von MINSCHNITTPHASE zu S
hinzugefiigt wurde, von S’ getrennt werden. Zu v € V'\ {a} sei S, die Menge
aller Knoten, die vor v zu S hinzugefiigt wurden und S, := S' N (S, U{v}).

Fiir alle aktiven Knoten v gilt
(Sy,v) < (S, V\ 8 N (S, U{v})).

Dies ist der durch S’ induzierte Schnitt in dem durch S, U {v} induzierten
Graphen.

Der Beweis wird durch Induktion iiber die aktiven Knoten v in der Reihen-
folge, in der sie zu S hinzugefiigt werden, gefiihrt.

Induktionsanfang. Sei v erster aktiver Knoten.

e v g S

Es gilt: S = S, und V' \ §' N (S, U {v}) = {v}.



5.1. SCHNITTE MINIMALEN GEWICHTS: MINCUT o7

e peE S

Es gilt: S, = {v} und V'\ 8’ N (S, U {v}) = S,.
In beiden Fillen gilt:
c(Sy,v) = ¢(S,, V\ 8" N (S, U{v}).

Induktionsschritt. Angenommen, die Behauptung gelte fiir alle aktiven
Knoten bis zum Knoten v und u sei der nichste aktive Knoten.

Dann folgt

c(Su,u) = c(Sy,u) + c(Sy \ Sy, u).

Da v vor u zu S hinzugefiigt wurde, gilt
c(Sy, u) < ¢(Sy,v).
Auflerdem ist nach Induktionsannahme
c(Su,v) < e(Sy, V\ SN (S U {v})).

Alle Kanten zwischen S, \ S, und u verbinden die verschiedenen Seiten von
S’. Daher tragen sie zu ¢(S,,V \ S' N (S, U{u})) bei. Es gilt also

c(Sy,u) c(SL,V\ S N (Sy U{v})) +c(Su\ Sy, u)

<
< (S, VS N (Sy U {ul)).
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Da ¢ ein aktiver Knoten ist bzgl. (S',V '\ §'), folgt
c(S,V\ S) = c(S,t) < (S, V\ S N(S u{t})) =c(S,V\S).
|

Satz 5.1 Der minimale Schnitt von allen Ergebnissen der |V|—1 Ausfiihrun-
gen von MINSCHNITTPHASE ist ein minimaler nichttrivialer Schnitt inG = (V, E)
mit [V] > 2.

Beweis. Induktion iiber |V|.

|V | =2 ist trivial.

Sei |V| > 3. Betrachte Phase 1: Falls G einen nichttrivialen minimalen
Schnitt hat, der s und ¢ (vorletzter bzw. letzter Knoten der Phase 1) trennt,
so ist der SCHNITT-DER-PHASE 1 nach Lemma ein minimaler nichttrivia-
ler Schnitt. Wenn es jedoch keinen nichttrivialen minimalen Schnitt in G
gibt, der s und ¢ trennt, so miissen in jedem minimalen Schnitt s und ¢ in
derselben Menge liegen. Der Graph G', der aus G durch Verschmelzen von
s und t entsteht, hat also einen Schnitt, der gleichzeitig einen minimalen
Schnitt in G induziert. Es geniigt also, einen minimalen Schnitt von G’ zu
bestimmen. Diesen bestimmt der Algorithmus nach Induktionsannahme mit
dem Durchlaufen der Phasen 2 bis |[V|—1, da G’ = (V', E') die Ungleichung
|[V'| < |V| erfiillt. [ |

Bemerkung. Bei allgemeinerer Kantengewichtsfunktion ¢ : £ — R
(d.h. negative Gewichte sind zugelassen) ist das MINCuT-Problem im all-
gemeinen N P-schwer. Ebenso ist das ,,duale* MAXCUT-Problem im allge-
meinen N P-schwer.

Das ungewichtete MINCUT-Problem ist d4quivalent zu folgendem grund-
legenden Graphenproblem:

Was ist die minimale Anzahl an Kanten in G = (V, E), deren
Wegnahme einen unzusammenhingenden Graphem induziert?

Der entsprechende Wert wird auch Kanten-Zusammenhangs-Zahl ge-
nannt.



Kapitel 6

Algorithmen fiir
grundlegende geometrische
Probleme

Der Literaturtip. Zum Thema , Algorithmen fiir grundlegende
algorithmische Probleme“ siehe auch [CLR90).

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit grundlegenden Techniken zur
Behandlung von Fragestellungen, denen als Eingabe geometrische Objekte
zugrundeliegen. Solche geometrischen Objekte sind etwa Mengen von Punk-
ten, Mengen von Liniensegmenten oder die Eckpunkte eines Polygons. Ty-
pische algorithmische Aufgaben sind:

e Schneiden sich gewisse Liniensegmente?

e Welches Punktepaar unter angegebenen Punkten liegt am nichsten
zueinander?

¢ Finde die konvexe Hiille (d.h. das kleinste umschlieende konvexe Po-
lygon) einer Punktemenge.

Wir werden uns auf solche Fragen im zweidimensionalen Raum, d.h. in
der Ebene, beschrinken. Ein geometrisches Objekt ist dort typischerweise
durch eine Menge von Punkten p; reprisentiert, wobei p; = (z;,y;) durch
seine Koordinaten z;,y; € R festgelegt ist.

Beispielsweise ist ein Polygon P mit n Ecken durch eine Folge von
Punkten (po, p1, ... ,pn—1) reprisentiert, wobei diese in der Reihenfolge ihres
Auftretens auf dem Rand von P gegeben sind.

59



60 KAPITEL 6. GEOMETRISCHE PROBLEME

6.1 Einige Grundbegriffe

Definition 6.1 FEine konvexe Kombination zweier verschiedener Punkte
p1 = (z1,y1) und py = (x2,y9) ist ein Punkt p = (z,y), fiir den es ein
a € [0,1] gibt, so dass ¢ = ax1 + (1 — @)ze und y = ay1 + (1 — @)ys.
Schreibe auch p = ap; + (1 — a)ps. Jeder beliebige Punkt p, der auf einer
Geraden liegt, die durch p; und ps gegeben ist und zwischen p; und py oder
auf einem der beiden Punkte liegt, ist eine konvexe Kombination aus p; und

D2

Definition 6.2 Die Menge aller Punkte, die konvexe Kombination aus p1
und p, sind, heiit das Liniensegment p1py; dabei sind p, und py die End-
punkte von p1ps. Ist die Reihenfolge von p1 und py von Bedeutung, so spre-
chen wir von dem gerichteten Liniensegment pip;.

Zunichst behandeln wir folgende Fragen:

1. Gegeben zwei gerichtete Liniensegmente popi und popg. Ist pop{ ,rechts
von® (im Uhrzeigersinn) pops in bezug auf py?

P2 rechts

Do

b1

2. Gegeben zwei Liniensegmente pipo und pops. Wenn wir von p; iiber
p2 nach p3 entlang der Liniensegmente laufen — biegen wir dann in po
rechts (oder links) ab?

p2
y4! b3

3. Schneiden sich die Segmente pips und psps?
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Dazu werden wir Methoden angeben, die in O(1) arbeiten und nur auf
Addition, Subtraktion und Multiplikation und Vergleichen beruhen, also ins-
besondere keine Division verwenden. Folgende ,,straight forward“-Methode,
zu entscheiden, ob sich zwei Liniensegmente schneiden, wiirde Division ver-
wenden:

Berechne die Geradengleichungen y = mx + b fiir die Geraden,
auf denen die Segmente liegen, finde deren Schnittpunkt und
itberpriife, ob er auf beiden Segmenten liegt.

Sind Liniensegmente fast parallel, so ist diese Methode sehr anfillig fiir
Berechnungsungenauigkeiten der Division auf einem Rechner.

Zu Frage 1.

Fiir Liniensegmente popi und pops mit pg = (0,0),p1 = (z1,y1), p2 = (z2,¥2)
ist das Kreuzprodukt p; X po definiert als

Ty T2

X = det
b1 X p2 (y1 Yo

) =T1Y2 — T2Y1 = —(Pz Xpl)-

Wir erldutern nun, dass pg, p1 rechts von pg, p2 g.d.w. p1 X pa > 0.

Behauptung. p; X p2 beschreibt die Fliche P des Parallelogramms mit
Eckpunkten (0,0), p1, p2 und p; + pa. Insbesondere ist P = |p1 X pa.

e Fall 1: pyp1 rechts von pop2. Wir betrachten nur den Fall

z1,T2,Y1,y2 > 0.

p1+ Do
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Es gilt P = R, wobei R die Fliche des Rechtecks mit Eckpunkten
(070)7 (07y2)7 (tayQ)a (t,O), also R = yot = P. Nun gllt

vo_o_u
X9 :Cl—t

Z2

==t = 1 —Y1—

Y2

= P=R=2xz1y2 —y1Z2 =p1 X P2 = |p1 X p2| >0

e Fall 2: pop; links von pops. Es gilt P = R, wobei R die Fliche
des Rechtecks mit Eckpunkten (0,0), (0,v1), (¢,91), (£,0) ist, d.h.
P = R = ty;. Dann gilt

o _ Y2
x1 x9 — 1
x
<t = x9— yg—l
Y1

= P =R =y1z2 — yor1 = —p1 X p2 = |[p1 X po|

Das Vorzeichen von p; X po liefert also eine Aussage dariiber, ob pgpi rechts
oder links von pgp2 liegt.

Definition 6.3 pg, pi und pop> heifien kollinear, falls p; X py = 0.

Um nun zu entscheiden, ob pop1 fiir beliebiges py rechts von pop2 liegt, muss
po als ,Ursprung” aufgefasst werden. Das heifit, es muss getestet werden, ob

(1 — po) X (P2 — po) = (w1 — o) (¥2 — Yo) — (2 — o) (y1 — o) > 0
ist, wobei

p1 — po = (£1 — 2o, y1 — yo) und py — po := (T2 — To, Y2 — Yo)-
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Zu Frage 2.

Eine andere Formulierung dieser Frage ist: In welche Richtung verlduft der
Winkel < p1pop3 zu gegebenen p1, pa, p3?

, links*

J 2 ,rechts®

b2

Diese Frage kann man ohne Berechnung der Winkel durch Betrachtung des
Kreuzprodukts beantworten. Auf dem Weg von p; iiber py nach p3 biegen
wir in ps nach rechts ab genau dann, wenn pqp3 rechts von pyps liegt, d.h.
genau dann, wenn (p3 — p1) X (p2 — p1) > 0 ist.

Zu Frage 3.

Ein ,,schneller Test“ , ob pip2 und p3, p4 sich iiberhaupt schneiden kénnen,
ist der Test: schneiden sich die ,,umschlieBenden Rechtecke® von pips und
p3ps (notwendige Bedingung)?

Definition 6.4 Das umschlieBende Rechteck (bounding box) eines
geometrischen Objekts ist das kleinste umschlieBende Rechteck, das dieses
Objekt enthélt und dessen Seiten parallel zur x— bzw. y—-Achse sind.

Das umschlieende Rechteck (p1, p2) zu p1ps ist beschrieben durch den linken
unteren Punkt p1 := (Z1,%1) und den rechten oberen Punkt p3 := (32, 73),
wobei

Z7 = min(zy,z2),
g1 = min(y1,y2),
ZTa = max(x1,T2),
g2 = max(y1,y2)

mit p; = (z1,%1) und p = (z2,%2)-
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Y2

Yie
b1

Il I
Die Bounding Box von pips.

Zwei Rechtecke (p1,p2) und (ps3,ps) schneiden sich genau dann, wenn
die Bedingungen

T3 > 73,
s > 7,
g2 = 3
7R T

gleichzeitig wahr sind. Ist der ,schnelle Test“ positiv, so wird iiberpriift, ob
sich die Liniensegmente gegenseitig ,,ilberqueren* .

Definition 6.5 pipy beriihrt eine gegebene Gerade durch p3p4,

e falls p; auf der einen Seite der Geraden und po auf der anderen Seite
der Geraden liegt (die Gerade trennt p; und p;)

e oder falls p1 oder py auf der Geraden liegt.

Zwei Liniensegmente schneiden sich genau dann, wenn ihre umschliefen-
den Rechtecke sich schneiden und jedes der beiden Segmente die Gerade
durch das jeweils andere Segment beriihrt.

Offensichtlich beriihrt pspy die Gerade durch pips (ps, ps nicht auf der

— — . . —

Geraden) genau dann, wenn p1p3 und p;pj auf verschiedenen Seiten von p;pj

liegen, also wenn (p3 — p1) X (p2 — p1) und (pg — p1) X (p2 — p1) verschiedene

Vorzeichen haben. Sonderfall: eines der Produkte ist Null. In diesem Fall
liegen p3 oder p4 auf der Geraden durch pips.

Bemerkung. Sowohl der Test, ob Bounding Boxes sich schneiden, als
auch der Test, ob ein Liniensegment eine Gerade beriihrt, sind ohne Divi-
sion in O(1) durchfithrbar. Also ist der Test, ob zwei Liniensegmente, sich
schneiden, in O(1) moglich.

Im folgenden Fall gilt, dass beide Liniensegmente pi1po und p3py jeweils
die Gerade durch das andere beriihren, sich aber nicht schneiden.
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Dieser Fall wird beim ,schnellen Test“, ob die umschlieBenden Rechtecke
sich schneiden, erkannt.

Bemerkung. Beim ,schnellen Test“ miissen nur Vergleiche ausgefiihrt
werden, keine arithmetischen Operationen.

6.2 Die Sweep Line Methode

Problem. Gegeben seinen n Liniensegmente. Schneiden sich zwei dieser
Segmente?

Wir werden einen Algorithmus mit Laufzeit O(n logn) entwerfen, der dieses
Problem 16st. Dieser Algorithmus beruht auf der SWEEP LINE Methode,
einer grundlegenden Methode der Algorithmischen Geometrie.

Definition 6.6 FEine Sweep Line ist eine imaginire vertikale Linie, die
eine Menge geometrischer Objekte von links nach rechts passiert.

Die Sweep Line wird also entlang der x—Achse als ,,Zeitachse“ bewegt: sie
ist durch die x-Koordinate bestimmt. Wir machen zur Vereinfachung des
Problems folgende Voraussetzungen:

(i) Kein Liniensegment verlduft vertikal,

(ii) in einem Punkt schneiden sich héchstens zwei Liniensegmente.

Wir kénnen wegen (i) dann davon ausgehen, dass ein Liniensegment, das
eine gegebene Sweep Line schneidet, diese in genau einem Punkt schneidet.
Zwei Liniensegmente s; und so sind vergleichbar beziiglich Sweep Line
z, falls sie beide = schneiden und sich nicht gegenseitig an der z—Koordinate
z schneiden. Es gilt dann

81 <g 8o, falls s; unterhalb von ss in z,

89 <z S1, falls s1 oberhalb von s, in .
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Fiir jedes z ist <, eine totale Ordung auf den Liniensegmenten, die z schnei-
den und sich nicht gegenseitig schneiden.

a>yb, a>yc>yb d<ge, e>yf, f>,e>,g

Die Geraden e und f schneiden sich: die relative Ordnung wird vertauscht,
d.h. e >4 fund f >, e. Da sich nie drei Liniensegmente in demselben Punkt
schneiden, muss es fiir zwei Liniensegmente ¢ und b, die sich schneiden,
Sweep Lines z und y mit a <; b und a >, b geben, so dass a und b an z
und y in der entsprechenden Ordnung direkt aufeinander folgen.

a schneidet b, zugehorige Sweep Lines

SWEEP LINE Algorithmen verwenden typischerweise zwei Datenmengen:

1. den Sweep Line Zustand, welcher die Beziehung zwischen Objekten,
die die Sweep Line schneiden, wiedergibt und

2. den FEwent Point Schedule, eine Folge von z—Koordinaten, die, von
rechts nach links angeordnet, fiir den SWEEP LINE Algorithmus die
»,Haltepositionen“ angeben. Solche Haltepunkte heiflen Event Point.
Anderungen am Sweep Line Zustand treten nur an Event Points auf.
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6.2.1 Der Algorithmus von Shamos & Hoey (1975)

Im folgenden Algorithmus sind gerade die Endpunkte der Liniensegmente
die Event Points. Diese Event Points werden entsprechend der z—Koordinate
von links nach rechts sortiert. Ein Segment wird in den Sweep Line Zustand
eingefiigt, wenn von der Sweep Line dessen linker Endpunkt passiert wird
und entfernt, wenn sein rechter Endpunkt erreicht wird. Wenn zwei Linien-
segmente zum ersten mal im Sweep Line Zustand unmittelbar aufeinander
folgen, wird iiberpriift, ob sie sich schneiden.

Der Sweep Line Zustand ist eine sich dynamisch dndernde Ordnung 7',
fiir die wir folgende Operationen ausfithren missen:

e INSERT(T, s), DELETE(T, s)

e ABOVE(T, s): gibt das Liniensegment aus, das in 7 unmittelbar ober-
halb von s liegt — das néichst groflere Segment in 7T'.

e BELOW(T), s): gibt das Liniensegment aus, das in 7' unmittelbar un-
terhalb von s liegt — das néchst kleinere Segment in 7.

Diese Operationen konnen fiir n Segmente mit Speziellen Suchbidumen, z.B.
AVL-Béumen in O(logn) pro Operation ausgefiihrt werden (vgl. Theoreti-
sche Informatik).

Formale Beschreibung des Algorithmus.

Eingabe: Eine Menge von Liniensegmenten S.

INTERSECT(S)
1. Setze T := ()
2. Sortiere die Endpunkte der Liniensegmente aus S von links nach rechts;
bei Gleichheit ordne sie entsprechend ihrer Y-Koordinate.
3. Falls zwei Endpunkte verschiedener Liniensegmente in dieser Ordnung
identisch sind, so gib aus TRUE, ansonsten fithre aus.
fir jeden Endpunkt p in der sortierten Liste fithre aus:
falls p linker Endpunkt von Segment S dann
INSERT(T, s)
falls ABOVE(T), s) existiert und s schneidet oder BELOW(T, s)
existiert und s schneidet dann gib aus TRUE
falls p rechter Endpunkt von Segment s
falls ABOVE(T, s) und BELOW(T, s) beide existieren und sich
schneiden dann gib aus TRUE.
10. DELETE(T, s)
11. Gib aus FALSE.

NS o

o oo
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Laufzeit. Die 2n Endpunkte kénnen in O(n log n) sortiert werden. Es wer-
den maximal 2n Endpunkte p durchlaufen, und fiir jeden von diesen wird ei-
ne konstante Anzahl von Operationen INSERT, DELETE, ABOVE und BELOW
ausgefiithrt, welche jeweils in O(log n) moglich sind. Auerdem werden jeweils
eine konstante Anzahl von Tests auf ,, Schneiden® ausgefiihrt, welche in O(1)
moglich sind. INTERSECT hat also eine Laufzeit von O(nlogn).

Korrektheit. FEinen formalen Korrektheitsbeweis fiir INTERSECT wollen
wir hier nicht fithren, da die Korrektheit ziemlich offensichtlich ist. Die einzi-
ge Moglichkeit, dass INTERSECT nicht korrekt arbeiten wiirde, wire die, dass
INTERSECT FALSE ausgibt, obwohl sich zwei Liniensegmente s, s9 schnei-
den. Diese Moglichkeit kann leicht zum Widerspruch gefithrt werden.

6.3 Die konvexe Hiille einer Punktmenge

Problem. Gegeben sind n Punkte {q,... ,qn—1} =: @, |Q| > 3. Berechne
die konvexe Hiille H(Q) von @, d.h. das minimale konvexe Polygon, dessen
Eckpunkte aus @ sind, so dass alle Punkte aus () im Inneren oder auf dem
Rand von H(Q) liegen. (Insbesondere ist also ein Punkt des Randes von

H(Q), der nicht aus @ ist, nicht aus H(Q).)

Beispiel.

V[

g8
e 42
qr

e 44

q1 g5
q q3
Definition 6.7 Ein Polygon ist durch eine Folge von Punkten (p1, ... ,pn)
gegeben, die p; sind in der Reihenfolge ihres Auftretens auf dem Rand indi-

ziert. p;p;+1 heiBt (i modulo n)-te Polygonkante.

Definition 6.8 Ein Polygon heifit einfach, wenn sich keine zwei Polygon-
kanten in einem Punkt ungleich ihrer Endpunkte schneiden.
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Definition 6.9 FEin einfaches Polygon heifit konvex g.d.w. fiir je zwei Punk-
te ¢;, ¢j aus dem Inneren (inkl. Rand) des Polygons gilt, dass g;q;vollstindig
im Inneren (inkl. Rand) des Polygons liegt.

konvex nicht konvex

Wir werden zwei Algorithmen behandeln, die die konvexe Hiille von n
Punkten in O(nlogn) bzw. O(nh) (h = #(Eckpunkte)) bestimmen.

6.3.1 Der GRAHAM SCAN (1972)
Idee.

1. Bestimme Punkt pg ,unten links“ aus Q.

2. Ordne die Punkte g; aus @ nach dem Winkel zwischen der Horizontalen
durch py und pgg;.

3. Durchlaufe die Punkte pg,p1, ... ,pp—1 in dieser Reihenfolge und kon-
struiere sukzessive die konvexe Hiille H () nach folgender Regel:

Wird beim Durchlaufen der Liniensegmente pg und gr bei g nicht
nach links abgebogen, so ist ¢ nicht aus dem Rand von H (Q).

Als Datenstruktur benutzen wir einen STACK S mit den Operationen

e PusH,
e PoP,
e ToP(S): gibt das oberste Element von S an, ohne S zu verdndern,

e NEXT-TO-ToOP(S): gib das zweitoberste Element von S an, ohne S
zu verdndern.

Am Ende des GRAHAM SCAN liegen in S (von unten nach oben) die Eck-
punkte von H(Q) in der Reihenfolge, in der sie im Gegenuhrzeigersinn auf
dem Rand von H(Q) liegen.
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P1o
P
Pz
P1o Db1o
. D7 De . DPs
? 9 ps - ) Ps
P11 : P4, ps p11
L] ° 2 L]
D12 D1 P12
po  (c)
P1o b1o
. DPe . De
b1y b11
P'12 p'12

P1o P1o

D11

D12

P1o
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Formale Beschreibung des Algorithmus.

GRAHAM SCAN(Q)
1. Sei pg ein Punkt mit kleinster y—Koordinate in () und unter solchen
der mit kleinster z—Koordinate [unten links in Q).

2. Sortiere die anderen n — 1 Punkte ¢; aus () geméf dem Winkel zwi-
schen der Horizontalen durch pg und pgg; im Gegenuhrzeigersinn. Falls
mehrere Punkte denselben Winkel zu py haben, entferne alle bis auf
denjenigen, der am weitesten von pgy entfernt ist. Die sortierte Folge
sel <pla s ,pm>
PUsH(po, S), PUSH(p1, S), PUSH(po, 5)

. Fiir 4 = 3 bis m fiihre aus:

solange die Folge der Liniensegmente NEXT-T0-ToP(S)ToP(S),
ToP(S)p; nicht nach links abbiegt in Top(S), fithre aus

6. Por(9)
7. PUSH(pZ', S )
8. Gib S aus.

o

ot

Laufzeit. 1. kann in O(n) berechnet werden. 2. ist in O(nlogn) ausfiihr-
bar. Der Rest ist insgesamt in O(n): alle Durchliufe der ,solange“-Schleife
sind in O(n), da die Anzahl der Durchliufe nicht groBer als die Gesamtzahl
der durchgefithrten PUSH sein kann. Diese ist in O(n).

Bemerkung. Wir machen hier eine amortisierte Laufzeitanalyse wie bei
MULTIPOP.

Satz 6.1 GRAHAM SCAN berechnet die konvexe Hiille einer Punktmenge Q).

Beweis. Wir beweisen zwei Invarianten fiir GRAHAM SCAN:

1. Wird ein Punkt von S entfernt (Pop(S)), so ist er nicht Eckpunkt der
konvexen Hiille von Q).

2. Der aktuelle Inhalt von S bestimmt stets ein konvexes Polygon.

Da jeder Punkt aus @ genau einmal auf S gelegt wird, folgt daraus die
Behauptung.

Invariante 1 ist erfiillt, denn angenommen, p; wird von S entfent, dann
gibt es p; und py, so dass p;p;, pjpx keine Linksbiegung macht. Dann muss
pj im Inneren oder auf dem Rand des Dreiecks pop;py, liegen, kann also nicht
Teil von H(Q) sein.
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Invariante 2 ist zunichst fiir popips erfiillt. Wir betrachten die durch-
gefiithrten Verdnderungen von S (POP und PUSH) und zeigen, dass eine jede
solche Verdnderung ein konvexes Polygon wieder in ein konvexes Polygon
iiberfiihrt.

Zunichst ist klar, dass Pop, also Entfernen eines Punktes aus der Menge
der Eckpunkte eines konvexen Polygons, wieder eine Punktefolge ergibt, die
ein konvexes Polygon angibt. Um zu zeigen, dass die ausgefithrten PUsH
jeweils ein konvexes Polygon P in ein konvexes Polygon P’ iiberfiihrt, be-
trachte die Region R, die durch eine Seite eines konvexen Polygons P und
die Verlingerung der beiden anliegenden Seiten bestimmt ist.

‘Pr

Wird ein Punkt aus einer solchen Region R zu einem konvexen Polygon P
hinzugefiigt, so ist das resultierende Polygon P’ wieder konvex. Sei nun pj
ein Punkt, fiir den PusH(pg, S) ausgefithrt wird, d.h. der zu dem durch S
bestimmten Polygon P hinzugefiigt wird. Dann gibt es p;, p; so, dass p;p;,
p;pi, nach links abbiegt. Dann liegt py, links von ITP; Wegen der Reihenfolge,
in der die Punkte betrachtet werden, liegt p; links von M . Und wegen der
Wahl von pg liegt pp auch links von M{. Also liegt py in der durch pop;
und den beiden angrenzenden Seiten von P bestimmten Region.

pj

D

- y4
bo
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Satz 6.2 Die Laufzeit zur Berechnung der konvexen Hiille einer Menge von
n Punkten ist in Q(nlogn).

Beweis. Natiirlich ist die Laufzeit T'(n) zur Bestimmung der konvexen Hiille
in Q(n), da jeder Punkt zumindest einmal ,,angesehen“ werden muss. Denn
wiirde man einen Punkt p nicht betrachten, so kénnte er auflerhalb des
berechneten Polygons sein.

Wir benutzen nun die Tatsache, dass Sortieren basierend auf Vergleichen
in Q(nlogn) ist. Angenommen, es gibe einen Algorithmus, der die konvexe
Hiille in 7'(n) bestimmt, mit T'(n) € Q(n) und T(n) € o(nlogn).! Betrach-
te nun n verschiedene Zahlen aq,... ,a,. Konstruiere daraus in O(n) die
Punktemenge A := {(a;,a?) :i =1,... ,n}.

a1 as az

Bestimme die konvexe Hiille von A in T'(n) Zeit und das Minimum a;, der
a; in O(n). Lese dann anhand von H(A) die Sortierung der a; ab, startend
VOn apiy im Gegenuhrzeigersinn.

Jeder Punkt aus A liegt auf dem Rand von H(A), also findet man so die
Sortierung der a; in Zeit f(n) € O(T(n) + n) im Widerspruch zur unteren
Schranke Q(nlogn) fiir Sortieren. [ |

6.3.2 Algorithmus JARvVIS’ MARCH (1973)

Der nun folgende Algorithmus zur Bestimmung der konvexen Hiille von Jar-
vis geht nach dem Prinzip des ,,Geschenke einpacken“ vor. Die Laufzeit
ist in O(nh), wobei h die Anzahl der Punkte ist, die die konvexe Hiille
festlegen (Eckpunkte). Ist h € o(logn), so ist JARVIS’ MARCH besser als
GRAHAM SCAN.

Yo(g(n)) := {f(n) : fiir jede Konstante ¢ > 0 existieren Konstanten ng > 0 so, dass
fiir alle n > no gilt 0 < f(n) < cg(n)}. Es ist beispielsweise f(n) = 2n € o(nlogn),
5nlogn € o(n?), aber f(n) = 2n? ¢ o(n?).
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Idee. Ausgehend von dem ,untersten Punkt® py (wie bei GRAHAM SCAN)
werden zunidchst die Punkte p;;; mit kleinstem Winkel zur Horizontalen
durch den Vorgéingerpunkt p; ,,nach rechts, in positiver Richtung“ berechnet.
(Begriff: ,, Rechtskette).

Wenn der oberste Punkt pg erreicht ist, werden von diesem ausgehend die
Punkte p;+1 mit kleinstem Winkel zur Horizontalen durch den Vorginger-
punkt p; ,nach links, in negativer Richtung“ berechnet. (Begriff: , Links-
kette“).

Formale Beschreibung des Algorithmus.

JARvVIS’ MARCH(Q)
1. Sei pg der ,unterste“ Punkt aus Q). Setze i := 0.
2. Solange es einen Punkt oberalb von p; gibt:

3. Bestimme den Punkt p;;; unter allen Punkten oberhalb von p;,
der den kleinsten Winkel zur Horizontalen durch p; nach rechts
hat.

4. 1:=1+1

5. Solange p; # po:

6. Bestimme den Punkt p; 1 unter allen Punkten unterhalb von p;,
der den kleinsten Winkel zur Horizontalen durch p; nach links
hat.

7. ti=1+1

Laufzeit. Ein Durchlauf von 2., 3. bzw. 5., 6. kann in O(n) realisiert wer-
den durch O(n) , Vergleiche“, die (wie bei Frage 1) in O(1) durchfithrbar
sind. Wenn h Anzahl der Punkte, die die konvexe Hiille von () festlegen, ist,
so ist also JARVIS’ MARCH insgesamt in O(nh) ausfithrbar.



Kapitel 7
String—Matching

Der Literaturtip. Zum Thema ,,String-Matching“ siehe auch
[CLRY0).

Gegeben. Zwei Folgen P und T von Buchstaben oder Ziffern (oder von
beidem), wobei die Linge von P kleiner ist als die Linge von T'.

Problem. Finde alle Vorkommen von P in T.
Beispiel. Text T', Pattern (Muster) P.

Tla ¢ b ¢ ¢ a b ¢ b C b C a c b
1 @ G @ G . (M (® (9 (@) (@11) (12) (13) (14) (15)
Plc b ¢

Vorkommen: 2, 8, 10

Motivation. Wo kann String-Matching eingesetzt werden?

e Textverarbeitung;
e Editoren;

e Suche in DNA-Folgen.

Wenn ,,Text“ T im Array T[1...n| und ,Muster* P in Array P[l...m)]
steht, so sollen also alle s (0 < s < n —m) ausgegeben werden, fiir die gilt

T[s+ j] = P[j] fur alle 1 < j < m.
Fiir diese s gilt: Das Muster P taucht mit Verschiebung s in T' auf.

75
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Algorithmen. Es existieren verschiedene Algorithmen zur Losung dieses
Problems. Zunéichst die Frage: Welche Laufzeit kénnen wir bestenfalls fiir
einen solchen Algorithmus erwarten?

Wir suchen also eine untere Schranke fiir die Laufzeit. Um das Problem
zu losen, miissen wir den gesamten Text 7" und das gesamte Muster P ken-
nen. Wenn also n = |T| die Linge von T und die m = |P| die Linge von
P ist, so benotigen wir zumindest Q(n + m) Schritte (falls wir keinerlei
Vorwissen iiber 7' und P haben).

Zunichst der ,naive“ Ansatz:

Teste fiir alle n — m + 1 moglichen s die Bedingung
Tls+j]=Plj], 1<j<m.

Beispiel. |T| =18 und |P| = 3.

a ¢ b ¢ [¢ a b ¢ b ¢ a b ¢ b ¢ b ¢ C
s=0 c b ¢
s=1 c b ¢ <+
s=2 c b ¢
s=3 c b ¢
s=4 c b ¢
s=5 c b ¢
s=6 c b ¢
s=17 c b ¢ <«
s=38 c b ¢
s=9 c b [¢
s=10 c b ¢
s=11 c b ¢
s=12 ¢c b ¢
s=13 c b ¢
s=14 c b c <+
s=15 c b ¢
P taucht mit Verschiebung 1, 7, 12 und 14 in T" auf.
Formale Beschreibung des Algorithmus
Naiver String—Matcher(T', P)
1. Setze n := Lange[T] und m := Léinge[P]
2. Fir s = 0 bis n — m fithre aus
3. Falls P[1...m]=T[s+1...s+ m] ist, dann
4. gib aus: ,Muster P taucht mit Verschiebung s in T' auf.

Diese Prozedur hat eine worst-case-Laufzeit von O((n — m + 1) - m). Der
worst-case tritt beispielsweise ein, wenn ein Text T = a ... a (n-mal) und
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ein Muster P = a ... a (n-mal) verglichen wird. In diesem Fall werden
fir alle shifts s (0 < s < n —m) fir alle j (1 < j < m) die Vergleiche
P[j] = T[s + j] gemacht.

7.1 Der Algorithmus von Rabin & Karp (1981)

Wie wir sehen, hat dieser Algorithmus eine Laufzeit von O((n —m + 1) - m)
im worst-case und unter gewissen Vorbedingungen eine average-case-Lauf-
zeit von O(n + m).

Sei 0.B.d.A. Alphabet ¥ = {0,1,2,... ,9}.

Bemerkung. Im allgemeinen Fall kann man Strings als Zahl in ,d-arer
Darstellung® auffassen, mit d = |X|.

Wir betrachten also einen String der Linge k als Dezimalzahl der
Linge k. Bezeichne mit p den zugehorigen Dezimalwert zu P[1...m] und
mit ¢; den zugehorigen Dezimalwert zu T'[s + 1,... ,s + m]. Dann gilt

ts=p gdw. P[j]=T[s+j] firallel <j<m.

Falls also p in Zeit O(m) berechnet werden kann und alle ¢; insgesamt in
Zeit O(n), dann konnten alle moglichen Vorkommen von P in 7' in Zeit
O(n) berechnet werden durch Vergleichen aller méglichen ¢, mit p, wobei
die Zeit fiir einen Vergleich mit O(1) gezdhlt wird. Dies ist allerdings nicht
unbedingt ,realistisch®:

Problem. p und #; konnen sehr grofie Zahlen sein.

Zunichst kann p in Zeit O(|m|) mit dem sogenannten Horner-Schema
berechnet werden:

p = Plm] + 10(P[m — 1] + 10(P[m — 2] + ... + 10(P[2] + 10P[1])...))

Genauso kann ¢y in Zeit O(m) aus T[1...m| berechnet werden und die
restlichen t1,t9,... ,th_p in Gesamtzeit O(n — m) mittels

top1 =10 (t; — 10™ 'T[s + 1]) + T[s + m + 1].

Kommentar:

Streichen der ersten Ziffer von t;:  —10™m~! . T'[s + 1]
Anbhingen der letzten Ziffer an t5:  +7[s +m + 1]
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Beispiel. Sei m =5, t; = 31415, t;41 = 14152, dann erhalten wir ¢4
aus t; mittels

14152 = 10 - (31415 — 10000 - 3) + 2.

Fiir dieses Verfahren bendtigen wir nur vorberechnete 10™~! (geht z.B. in
O(lgm)).

Nun zu dem Problem, dass ¢ und p sehr grofl sein kénnen: Falls der
String P die Lange m hat, so ist p gerade m Ziffern lang. Die Annahme, dass
eine Operation auf p einen konstanten Zeitaufwand hat, ist also unrealistisch.

Trick. Berechne p und die ¢; modulo einer geeigneten Zahl q.

Natiirlich kénnen die Berechnungen von p, o und den ¢, aus den %4 alle
auch modulo g in O(n+m) Zeit vorgenommen werden. Typischerweise wird
q als Primzahl gewéhlt und zwar so, dass 10q genau in ein Computerwort
passt.

Beispiel.

14152 = ((31415 —3-10000) - 10 + 2)(mod 13)
((7—3-3)-10 + 2)(mod 13)

8(mod 13)

Beispiel. Berechnung fiir eine lingere Folge.
SeiT:=2359023141526739921,P:=31415,m=35,q:=13.

Berechne:
T=2359023141526739921
8
T=2359023141526739921
9

T=2359023141526739921
3

T=2359023141526739921
7

T=2359023141526739921
7

=8931101784510117911
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Beobachtung. Durch die Modulo-Berechnung geht die Eindeutigkeit ver-
loren! D.h. es gibt ,,Ausschnitte“ ¢; aus ¢, fiir die t; = p(mod g), aber
T[s+1 ... s+m]=P[l ... m]. Es muss also jedesmal, wenn t;(mod ¢q) =
p(mod q) gilt, der Test T'[s + j] = P[j] fur alle 1 < j < m gemacht werden.

Formale Beschreibung des Algorithmus

Sei ¥ Alphabet mit |X| = d, T ein Text, P ein Muster, Linge von [P] <
Lénge von [T] und q eine geeignete Primzahl.

RABIN-KARP-MATCHER(T, P, d, q)
1. n := Lénge[T;

2. m := Linge[PJ;
3. h:=d™ ! mod g;
4. p:=0;
5. t:=0.
6. Fiir 1 = 1 bis n fithre aus:
7. p:= (d-p+ Pli])(mod q)
8. t:=(d-t+Ti])(mod q)
9. Fiir s = 0 bis n — m fiihre aus:
10. Falls p = t; dann
11. falls P[1 ... m]=T[s+1 ... s+ m] dann
12. gib aus: ,, P taucht an Stelle s bis s +m in T auf“
13. Falls s < n — m dann
14. t:=(d-(t—T[s+1]-h)+T[s+m+1])(mod q)

Die Laufzeit ist im worst-case ebenfalls in O((n —m + 1) - m). Denn:
wenn beispielsweise P = a™, T' = a", dann wird jeder der n —m + 1 ,,shifts“
verifiziert.

Die Berechnungen in (3) und (6)-(8) benétigen O(m) Zeit. Es kann allerdings
davon ausgegangen werden, dass in vielen Anwendungen nur selten (10)
erfiillt ist, d.h. explizit P[1 ... m] =T[s+1 ... ; s+ m] getestet wird.

Gehen wir davon aus, dass sich die Berechnung mod ¢ wie eine ,Zufall-
sabbildung“ von ¥* nach Z, verhdlt. Dann ist die erwartete Anzahl von
,unzulissigen® Ubereinstimmungen ¢, mod ¢ = p mod ¢ in O(%), da die
Wahrscheinlichkeit, dass ein beliebiges t; dquivalent zu p mod ¢ ist, mit %
angenommen werden kann. Damit ist die ,,average-case“-Laufzeit des Rabin-
Karp-Algorithmus in O(m+n+m-(v+)), wobei v die Anzahl der zuléissigen

Ubereinstimmungen ist.

Falls die Anzahl der zuléssigen [“Ibereinstimmungen klein ist, etwa konstant,
und ¢ > m, so ist die average-case-Laufzeit in O(m + n).
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7.2 String-Matching mit endlichen Automaten

Notation. Ein String w heifit Préfix eines String z, falls x = wy fiir ein y.

Wir behandeln eine Methode, die einen sogenannten ,endlichen Auto-
maten“ aufbaut, der einen Text T nach allen Vorkommen des Musters P
durchliuft. Dieser endliche Automat betrachtet jeden Buchstaben aus T ge-
nau einmal mit jeweils konstanter Zeit. Damit ist der Gesamtaufwand fiir
String-Matching ©(n) — nach Aufbau des Automaten. Allerdings ist der Auf-
wand fiir den Aufbau des Automaten abhingig von der Anzahl aller mogli-
chen Buchstaben; d.h. falls T und P Strings iiber dem Alphabet ¥ sind, ist
der Aufwand fiir den Aufbau des Automaten abhiingig von || (grobe Idee).

Definition 7.1 Ein endlicher Automat A ist ein Tupel (Q,qo, A, %, ),
wobei

Q endliche Menge von Zusténden;

q € Q Startzustand;

ACQ Menge von akzeptierenden Zustéidnden;
by endliches Eingabealphabet;

§:Qx% — @ Ubertragungsfunktion.

Die Menge aller Strings, die nur aus Buchstaben aus ¥ bestehen, nennen
wir X%,

Beispiel. ¥ = {a,b}, @ ={0,1}, g0 =0, A= {1},

<
~—

?

0
0,
1
1

as

?

O OO

7

A~ N N N
=
~

Der Automat ,akzeptiert “ die folgenden Strings:

a, ba, bba, ...

aa, aaba, babba, ...
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Ein endlicher Automat A induziert eine Funktion C, die Zustandsfunktion
mit C : ¥* — @, so dass C(w) der Zustand von A ist, in dem A beim Lesen
von w mittels 6 endet, d.h. C ist definiert durch:

C(a) = 6(qo,a) fira € &,
Cwa) = 0(C(w),a) fir w e X*,a € X.

A akzeptiert w genau dann, wenn C(w) € A.

Zu jedem Muster P kann ein entsprechender ,,String Matching Automat* A,
konstruiert werden. Definiere dazu als ,,Hilfsfunktion“ die Suffix-Funktion
suf, durch:

suf, : ¥*—{0,1,...,|P|=m}
max{k : P[1 ... k] ist Suffix von w},
sufp(w) := falls solch ein k (1 < k < m) existiert;
0 sonst.

Beispiel. P =ab; sufy(ccaca) = 1, sufy(ccab) = 2, sufy(abcc) = 0.

Der String-Matching-Automat A, zu P ist definiert durch

Q={0,1,... ,m}, go =0, A={m}
0:QxY—Q
d(q,a) =suf,(P[1 ... ¢la)

Begriindung fiir diese Definition.

Wenn der Automat A, den Text T bearbeitet, so ist er nach ¢ Schritten
im Zustand C(T'[1 ... i]) = g, wobei ¢ = suf,(T[1 ... i]) die Lange des
langsten Suffix von T[1 ... 4] ist, der auch Prifix von P ist. Falls der
nichste Buchstabe in T, d.h. T[i + 1], gleich a ist, so sollte der nichste
Zustand suf,(T[1 ... i+ 1]) = suf,(T[1 ... i]a) sein.

Wir werden sehen, dass zur Berechnung des lingsten Suffix von T'[1 ... i]a,
der auch Prifix von P ist, die Berechnung des lingsten Suffix von P[1 ... gla,
der auch Préfix von P ist, ausreicht. Das heifit: in jedem Zustand muss A,
nur die Linge des ldngsten Préfix von P kennen, der ein Suffix von dem ist,
was bisher gelesen wurde.
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Beispiel. P=ababaca ¥ ={a,b,c}

Zugehorige Ubergangstafel:

Y=a b c

q=0 1 0 0

1 1 2 0

2 3 00

3 1 4 0

4 5 0 0

5 1 4 6

6 7 0 0

7 1 2 0

Textbeispiele.

7 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
T a b a b a b a ¢c a b a b
(T[1...4) 1 2 3 4 5 4 5 6 7 2 3 4
T c ¢c a b a b a b a ¢c a c
(I'1...4) 0 0 1 2 3 4 5 4 5 6 7 0

Der String-Matching Automat A, zu P wird durch die Ubergangsfunk-
tion § bestimmt. Diese wird duch folgende Prozedur berechnet:

UBERGANGSFUNKTION(P, X.)
1. Setze m := Linge[P)].
2. Fiir ¢ = 0 bis m fiithre aus:

3. Fiir alle a € X fiihre aus:

4. k := min(m,q + 1).

5 Solange P[1 ... k] kein Suffix von P[1 ... g]a ist, setze
k=k—1;

6. setze d(q,a) := k.
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Laufzeit: O(m-|%|-m?). Die Prozedur kann verbessert werden, so dass die
Laufzeit in O(m - |X|) ist.

Mit dem String-Matching-Automat A, bzw. der Ubergangsfunktion 4
kann das String-Matching-Problem mit folgender Prozedur gelost werden:

ENDLICHER-AUTOMAT-MATCHER(T, §,m) zu A,
1. Setze n := Lénge[T] und ¢q := 0.
2. Fiir 1 = 1 bis n fiihre aus:

3. Setze q := 6(q, T'[7]).
4. Falls ¢ = m ist dann
5 setze s := 1 — m und gib aus

P taucht mit Verschiebung s in T" auf.“
Laufzeit: O(n).
Korrektheit. Um zu zeigen, dass diese Methode korrekt ist, machen wir

uns zundchst klar, dass suf,(T[1 ... iJa) = sufy(P[1 ... gla) ist, wobei
g =suf,(T[1 ... 4]). Es gilt sogar allgemein:

Fir jedes w € ¥* und a € ¥ ist sufy(wa) = suf,(P[1 ... gla), wobei
q = sufy(w).
e © ©® e e o e e e o o e o o g (wa)
e
P[ 1] o e e e e o o q] a
o
Pl1 e e o o 7] (r=sufy(wa))
Sei w=w; ... wy, dann ist
We P[Q]a
We—1 = P[q - 1]7
Wlg—m+1 = P[].]
Falls nun 7 = max {k : P[1 ... k] Suffix von wa}, dann ist
Plr] = a,
P[’I"—]_] = U}[:P[q]’
Plr—2] = weq=Plg-1],
P1] = wgrp1=Plg—r+1],
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d.h.
r=max{k: P[1 ... k] Suffix von P[1 ... gla} = suf,(P[1 ... qla).

Korrektheit. Der ENDLICHER-AUTOMAT-MATCHER ist korrekt, wenn fiir
jedes i (1 <1< n=|T|) gilt:

Falls A, bei Abarbeitung von T'[1 ... 4] im Zustand m endet,
dann taucht P mit Verschiebung ¢ — m in T auf, d.h.

Pll..ml=Tli-m+1...1.

Es gilt sogar:

Satz 7.1 Falls C Zustandsfunktion von A, ist und T[1 ... ,n] Input in A,,
so gilt

C(T[1 ... i]) = sufy(T[1 ... 1))

firallei=1,... ,n.

Beweis. Fir 1 = 1 gilt C(T'[1]) = 6(qo, T[1]) = suf,(T[0]). Sei fir ¢ > 2
g:=C(T[1 ... i—1]), dann gilt

C(T[1 ...4))=C(T[1 ... 1 —1]T[i)) = (g, T[3]) (nach Def. von C)
=sufy,(P[1 ... q] T[i]) nach Def. von d)
=suf,(T[1 ... i — 1] T[i]) (bereits klar gemacht)
= suf,(T[1 ... ).

|

Wenn also A, bei Abarbeitung von T[1 ... 4] im Zustand j (1 < j < m)
endet, dann ist P[1 ... j]=T}i—j5+1 ... 4.

Zusatzinformation. Die Ideen, die im String-Matching-Verfahren mit
endlichen Automaten stecken, kénnen zu einem Algorithmus weiter ent-
wickelt werden, der optimale Laufzeit von O(n+m) hat (Knuth-Morris-Pratt,
1977). Dabei wird nicht extra der Automat A, berechnet, sondern die ent-
sprechenden , Informationen“ geschickt direkt aus P gezogen.
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7.3 Das Verfahren von Boyer & Moore

e Heuristische“ Vorgehensweise fiir die Entscheidung, welche Verschie-
bungen betrachtet werden.

e In der Praxis sehr effizient.

Idee. Text und Muster werden verglichen, wobei das Muster von hinten
nach vorne durchlaufen wird. Wird eine Nichtiibereinstimmung zwischen
Text und Muster gefunden, so wird diese Information bei der Bestimmung
der Verschiebung, die als néachstes betrachtet wird, verwendet.

Beispiel.

T: a b a a ¢ a b b ¢c ¢ a b a b a a ¢ a b

1
P: ¢ a b a b a

In T taucht bei der gefundenen Nichtiibereinstimmung ein c auf. Die néchste
Verschiebung, bei der iiberhaupt ,,eine Chance ¢ auf Ubereinstimmung zwi-
schen P und T besteht, sollte so sein, dass unter diesem ,,schlechten Buch-
staben“ ¢ in T auch in P ein c steht.

e Verschiebung um 4 nach rechts, da das rechteste Vorkommen von ¢ in
P ,um 4 weiter vorne“ ist.

T: a b a a ¢ a b b ¢ ¢ a b a b a a c¢c a b

P: ¢c a b a b a

e Verschiebung um 5 nach rechts, da das rechteste Vorkommen von ¢ in
P ,um 5 weiter vorne“ ist.

T: a b a a ¢ a b b ¢ ¢ a b a b a a c¢c a b

P: c a b a b a

e Ubereinstimmung. P taucht mit Verschiebung 9 in T’ auf. Betrachte
danach Verschienung um 1 nach rechts.

T: a b a a ¢c a b b ¢ ¢ a b a b

P: ¢c a b a

e Verschiebung um —1, da das rechteste Vorkommen von a in P ,um 1
weiter hinten“ ist. Diese Verschiebung ist nicht sinnvoll!
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Vorgehensweise. Fiir die ,schlechter-Buchstabe“-Heuristik wird vorab
das rechteste Vorkommen eines jeden Buchstaben des Alphabets ¥ im Mu-
ster P berechnet.

Definiere zu P Funktion rp : ¥ — {1,... ,m}, wobei fiir a € X:

(a) 0, fallsain P[1 ... m] nicht vorkommt,
rp(a) =
P k, fallsa = P[k] und a # P[i] fur alle k <i <m

(k ist rechteste Position in P, an der a vorkommt).

Aus 7,(a) kann die Verschiebung berechnet werden.

e Fall 1. Falls die erste Nichtiibereinstimmung bei T'[s + j] = a # P[j]
eintritt und r,(a) < j, so verschiebe um j — ry(a).

e Fall 2. Falls erste Nichtiibereinstimmung bei T[s + j] = a # P[j]
eintritt und r, > j, so verschiebe um 1.

Das heifit: als néchste Verschiebung nach der gerade betrachteten Verschie-
bung s wird in Fall 1 die Verschiebung s + j — rp(a) und in Fall 2 die
Verschiebung s 4+ 1 betrachtet. Dabei wird der Test von hinten nach vorne
ausgefiihrt, d.h. als erstes wird T'[s + j — rp(a) + m] bzw. T'[s + 1 + m| mit
P[m)] verglichen.

Die ,rechtesten Vorkommen“ r,(a) fir ¢ € ¥ konnen folgendermaflen
berechnet werden:

RECHTESTES-VORKOMMEN(Z, P)
1. Fir a € X setze rp(a) := 0.
2. Fiir j = 1 bis m setze r,(P[j]) := j.
3. Gib die Werte rp(a) fiir a € ¥ aus.

Die Laufzeit ist in O(|X| + m).

Unter Benutzung von 7, kann dann String-Matching durch das folgende
Verfahren SCHLECHTER-BUCHSTABE (oder (Boyer-Moore-1) gelost werden:

SCHLECHTER-BUCHSTABE-VERFAHREN(T', P, 1)

1. Setze n := Lénge[T] und m := Léinge[P],

2. setze s := 0.

3. Solange s < n — m ist, fithre aus:

4. ji=m.

5 Solange j > 0 und P[j] = T'[s + j] fiihre aus:
6. ji=jg—1
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7. Falls j = 0 dann
8 gib aus ,, P tritt mit Verschiebung s in 7' auf®,
9. setze s := s+ 1;

10. sonst:

11. Falls r,(T'[s + j]) < j

12. setze s :== s+ j — rp(T[s + jl);

13. ansonsten

14. setze s := s+ 1.

Die Laufzeit ist im worst-case O(m-(n—m+1)), wobei der worst-case wieder
imFall P=a ... a (m-mal) und T = a ... a (n-mal) auftritt. Zusétzlich
muss der Aufwand fiir die Berechnung von 7, gerechnet werden.

Das Verfahren kann noch weiter ,optimiert“ werden, indem man weitere
Informationen iiber P nutzt.

Beobachtung.

T a b a a ¢ a b b ¢c ¢ a b a b a ¢ a ¢ b
P ¢c ¢ a b a ¢ b a b a

Der Algorithmus SCHLECHTER-BUCHSTABE induziert hier eine Verschiebung
um 1. Beachte nun auBerdem, dass nur dann eine Chance auf Ubereinstim-
mung zwischen P und T besteht, wenn die Verschiebung so gewéhlt wird,
dass der ,gute Suffix“ a b a von P, den wir gerade auch in T ,gefunden
haben®, auf eine Ubereinstimmung ,, weiter vorne in P¢ trifft.

e Suche rechtestes Vorkommen des ,,guten Suffix“ weiter vorne in P.

e Verschiebung um 5 nach rechts.

Vorgehensweise. Fiir die GUTER-SUFFIX-Heuristik wird vorab fiir je-
de Position j im Muster P das rechteste k bestimmt (0 < k£ < m), so
dass P[j+1 ... m] Suffix von P[1 ... k] ist oder P[1 ... k] Suffix von
Pj+1 ... m].



88 KAPITEL 7. STRING-MATCHING

Beispiel.

—

G="1)
accaba = P[8 ... 13] ist fiir kein k¥ < m Suffix von P[1 ... k], aber
P[123]=ab aist Suffix von P[8 ... 13].

Definiere zu P Funktion s, : {1,... ,m —1} — {0,1,... ,m — 1}, wobei

sp(j) == max{k € {0,1,... ,m — 1},
P[j+1 ... m] Suffix von P[1 ... k] oder
P[1 ... k] Suffix von P[j +1 ... m]}.

Falls dann

Tis+j1 # Pl
aber T[ls+j+1...s+m] = P+1...m]
und sp(j) = &,

so verschiebe um m—£k, d.h. betrachte als nichstes die Verschiebung s+m—k.
Bemerkung. s,(j) kann fiir P in O(m) Zeit vorausberechnet werden.

Das GUTER-SUFFIX- VERFAHREN (BOYER-MOORE-2)

Das Verfahren kann analog zu SCHLECHTER-BUCHSTABE-Verfahren formu-
liert werden. Beide Verfahren kénnen kombiniert werden, indem man als Ver-
schiebung ,,das Beste“ aus SCHLECHTER BUCHSTABE und GUTER SUFFIX
wéhlt, d.h. falls

Plj]#T[s+j], aber P[j+1 ... m|=T[s+j+1 ... s+m)],

so wihle als Verschiebung das Maximum von s+m—sp(j) und s+j—r,(P[j]).
Da GUTER SUFFIX immer eine Verschiebung nach rechts induziert, muss
Fall 2 (r, > j) bei SCHLECHTER BUCHSTABE nicht betrachtet werden.
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Laufzeit. Das BOYER-MOORE(T, P,rp, sp)-Verfahren hat ebenfalls worst-
case-Laufzeit O(m(n — m + 1)) bei vorausberechnetem 7, und s,,.
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Kapitel 8
Parallele Algorithmen

Der Literaturtip. Zu parallelen Algorithmen vgl. [GR90].

Beim Entwurf paralleler Algorithmen ist in stirkerem Maf als bei sequen-
tiellen Algorithmen das zugrundeliegende Berechnungsmodell von beson-
derer Bedeutung. Das Hauptmerkmal paralleler Algorithmen ist, dass an-
statt eines Prozessors mehrere Prozessoren gleichzeitig, mehr oder weniger
unabhéngig voneinander, Operationen ausfithren kénnen. Mogliche Berech-
nungsmodelle, und auch wirkliche Parallelrechner, unterscheiden sich etwa
darin, wie unabhiingig die Prozessoren voneinander sind (gleichartige bzw.
unterschiedliche Operationen in einem parallelen Schritt; Kommunikation
kostet mehr oder weniger viel Berechnungszeit, etc.)

Ein sinnvolles Berechnungsmodell fiir den Entwurf von parallelen Algo-
rithmen auf relativ hohem Abstraktionsniveau und fiir theoretische Betrach-
tungen wie etwa Komplexititsbetrachtungen ist die PRAM (Parallel Ran-
dom Access Machine), eine parallele Version der RAM (siehe Einfithrung).
Das Konzept einer PRAM, das am meisten zitiert und fiir Algorithmen zu-
grundegelegt wird, stammt von Fortune & Wyllie (1978).

91
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8.1 Das PRAM Modell

e unbegrenzte Prozessorenzahl,

e unbegrenzter globaler Speicher, auf den alle Prozessoren Zugriff haben;
e Speicherzellen des globalen Speichers wie bei RAM;

e Operationen, die jeder einzelne Prozessor ausfiihren kann wie bei RAM;

e Jeder Prozessor hat einen eigenen lokalen Speicher, der ebenfalls un-
begrenzt ist.

Jeder Prozessor darf nur auf seinen eigenen lokalen Speicher zugreifen, nicht
aber auf den lokalen Speicher eines anderen Prozessors. Alle Prozessoren
diirfen auf den globalen Speicher zugreifen.

Problem. Was passiert, wenn mehrere Prozessoren gleichzeitig aus der-
selben Speicherstelle des globalen Speichers lesen wollen oder dieselbe Spei-
cherzelle des globalen Speichers beschreiben wollen? Alle der folgenden Kom-
binationen sind denkbar und werden als Modelle untersucht bzw. beim Al-
gorithmus zugrundegelegt:

gleichzeitiges Lesen erlaubt gleichzeitiges Lesen verboten
CR (concurrent read) ER (exclusive read)
gleichzeitiges Schreiben erlaubt | gleichzeitiges Schreiben verboten
CW (concurrent write) EW (exclusive write)

Wir wollen uns hier auf die CREW-PRAM beschrianken.

8.2 Komplexitit von parallelen Algorithmen

Wir betrachten wieder die Laufzeit im worst-case. Beim Ablauf eines paralle-
len Algorithmus werden N Operationen, die gleichzeitig von N Prozessoren
ausgefiihrt werden, als ein (paralleler) Berechnungsschritt gezihlt. Dann ist
die Laufzeit T)4(n) eines parallelen Algorithmus A definiert als

Definition 8.1 T4(n) := max{Anzahl der Berechnungsschritte von A bei
Eingabe des Problembeispiels I, wobei I ein Problembeispiel der GréBe n
ist}.
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Bemerkung. Die Berechnung beginnt, wenn der erste Prozessor aktiv
wird, also irgendeine Operation ausfithrt, und endet, nachdem der letzte
Prozessor inaktiv geworden ist, also keine Operation mehr ausfithrt. Die
Prozessoren arbeiten synchron.

Fiir die Giite eines parallelen Algorithmus ist neben der Laufzeit (und
dem Speicherplatzbedarf, den wir hier nicht betrachten) die Anzahl der
bendtigten Prozessoren relevant. Die Prozessorenzahl P,(n) eines par-
allelen Algorithmus A ist definiert als

Definition 8.2 P4(n) := max{Anzahl an Prozessoren, die wihrend des
Ablaufs von A bei Eingabe des Problembeispiels I gleichzeitig aktiv ist,
wobei I ein Problembeispiel der Grofie n ist}.

(Dies entspricht also wieder einer worst-case-Abschitzung).

Ein paralleler Algorithmus A steht natiirlich in Konkurrenz zu sequen-
tiellen Algorithmen. Dabei interessiert uns vor allem:

worst-case Laufzeit des schnellsten
bekannten sequentiellen Algorithmus

speed-up(A) :=
P p(A) worst-case Laufzeit des

parallelen Algorithmus A4

Je groer der speed-up(.A) ist, umso besser ist natiirlich der Algorithmus A.
Im Idealfall hofft man natiirlich, einen speed-up von N zu erreichen, wenn
etwa Pg(n) =: N (fiir alle n). Bei PRAM-Algorithmen geht man allerdings
meist davon aus, dass die Prozessorenzahl abhiingig von der Problemgrofie
ist (wie aus der Definition 8.2 von P4(n) ersichtlich). Man betrachtet also
bei Ty, P4, speed-up(A), usw. asymptotisches Verhalten.

Ein Qualititsmaf fiir einen parallelen Algorithmus .4, in welches also
sinnvoll Laufzeit und Prozessorenzahl eingehen, sind die Kosten C'4 von A:

Ca(n) :==Ta(n) - Pa(n)

Sind asymptotisches Wachstum von C4(n) und die schirfste asymptotische
untere Schranke fiir die Laufzeit eines sequentiellen Algorithmus gleich, so
nennt man 4 kostenoptimal. Kennt man keine gute untere Schranke, so
betrachtet man die Effizienz F 4 von A:

worst-case Laufzeit des schnellsten
bekannten sequentiellen Algorithmus

E =
A(n) Kosten des parallelen Algorithmus A

Man kann davon ausgehen, dass F4(n) < 1, denn sonst kénnte man aus A

einen sequentiellen Algorithmus ableiten mit (asymptotisch) besserer Lauf-

zeit, als die Laufzeit des schnellsten bekannten sequentiellen Algorithmus,
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indem man einen Prozessor alle Operationen eines parallelen Berechnungs-
schritts von A hintereinander ausfiithren ldsst. Dann ist die Laufzeit = C4(n).

8.3 Die Komplexititsklassen

Die am meisten untersuchte Klasse in Zusammenhang mit parallelen Algo-
rithmen ist die Klasse NC:

Definition 8.3 (Nick’s Class nach Nicholas Pippinger) Die Klasse NC
ist die Klasse der Probleme, die durch einen parallelen Algorithmus A mit
polylogarithmischer Laufzeit und polynomialer Prozessorenzahl gelost wer-
den kann, d.h. T4(n) € O((log,,)*') mit k; Konstante, und P4(n) € O(n*?)
mit ko Konstante.

Eine wichtige offene Frage ist: Gilt P = NC? Vermutung ist: ,nein“.
Wie bei der Frage, ob P = NP ist, gibt es auch hier ein Vollstindigkeits-
konzept. Parallele Laufzeitkomplexitit steht in engem Zusammenhang zu
sequentieller Speicherplatzkomplexitét.

Definition 8.4 (Steve’s Class nach Stephan Cook) Die Klasse SC ist
die Klasse der Probleme, die durch einen sequentiellen Algorithmus mit
polylogarithmischem Speicherplatzbedarf und polynomialer Laufzeit gelost
werden kann.

Die offene Frage ist hier: NC = SC?

Einschub. Verschiedene PRAM-Modelle wie CREW-PRAM und EREW-
PRAM, oder ein Modell, bei dem zu Beginn der Berechnung eine beliebi-
ge Anzahl von Prozessoren aktiv sind gegeniiber einem Modell, bei dem
zu Beginn nur ein Prozessor aktiv ist und alle anderen erst , aufgeweckt*
werden miissen, unterscheiden sich in der Laufzeit im wesentlichen nur um
einen Faktor log N (bei N Prozessoren, die gleichzeitig lesen wollen, bzw.
aktiviert werden sollen). Dies lisst sich durch den folgenden Ubertragungs-
algorithmus, bei dem ein Wert an N Prozessoren auf einer EREW-PRAM
itbertragen wird, veranschaulichen.
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Formale Beschreibung des Algorithmus BROADCAST.

Eingabe: Wert m.
Datenstruktur: Array A der Linge N im globalen Speicher.

BROADCAST(N)
1. P; liest m,
kopiert m in den eigenen Speicher
und schreibt m in A[1].

2. Fir ¢ =0 bis [log N| — 1 fiihre aus: (MERGEWITHHELP)
3. Fiir alle j (2¢ + 1 < j < 2'1) fiithre parallel aus:
4. Pj liest m aus A[j — 27,

kopiert m in den eigenen Speicher
und schreibt m in A[j].

Die Laufzeit ist in O(log N).

8.4 Parallele Basisalgorithmen

8.4.1 Berechnung von Summen

Ziel ist die Berechnung der Summe (bzw. Produkt, Minimum, Maximum,
allgemein n-fache binire Operation) aus n Werten a1, ... a,.

Formale Beschreibung des Algorithmus SUMME.

Eingabe: n Werte a1,... ,ay,, 0.B.d.A. sei n = 2™.
Ausgabe: Y " | a;

SUMME(a1, ... ,a,)
1. Fiir 4 = 1 bis m fihre aus:
2. Fiir alle j, 1 < j < g fiihre parallel aus:
3. Prozessor P; berechnet a; := ag;_1 + ag;-
4. Gib ay aus.

Beispiel: Die Berechnung einer Summe.

4 P 5 7 3 1 6 8
\1; v/ \g/ \Z s/ \fz/
\ fé / \ fg /
\ :I;é /
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Es ist Pg(n) = n/2, Ta(n) € O(logn), C4 € O(nlogn). Der Algorith-
mus A ist also nicht kostenoptimal.

Bemerkung. Das logische ODER aus n boooleschen Variablen (0 und
1) kann ebenso auf einer CREW-PRAM in O(logn) berechnet werden. Auf
einer CRCW-PRAM koénnte man mit n Prozessoren das logische ODER, aus
n Werten in O(1) bestimmen, wenn concurrent-write aufgelost wiirde, indem
mehrere Prozessoren an dieselbe Speicherzelle schreiben diirften g.d.w. sie
denselben Wert schreiben wollen:

1. Fiir alle 7, 1 < 4 < n fiithre parallel aus:

2. Prozessor F; liest i-ten Eingabewert z;.

3. Falls z; = 1:

4. P; schreibt Wert 1 in die Speicherzelle ,,1¢
des globalen Speichers.

Geht man davon aus, dass zu Beginn der Berechnung in allen Speicherzellen
des globalen Speichers 0 steht, so hat das Ergebnis des logischen ODER, den
Wert 1 g.d.w. am Ende in Speicherzelle ,,1“ eine 1 steht.

Zuriick zum Algorithmus A zur Berechnung von SUMME. Durch Re-
scheduling lisst sich aus A ein ein paralleler Algorithmus A’ gewinnen, der
Kosten Cp(n) € O(n) hat. Dazu werden anstatt n Prozessoren 2] Pro-
zessoren verwendet. Die § Operationen, die im ersten Durchlauf von A von
5 Prozessoren in einem parallelen Berechnungsschritt ausgefiihrt werden,
werden stattdessen von [-] in héchstens logn parallelen Berechnungs-
schritten ausgefiihrt, bzw. allgemein im i-ten Durchlauf 5 Operationen in

hochstens 1—02%—" Berechnungsschritten. Damit ergibt sich insgesamt

logn

logn
logn 1
TA(n)gc-Z o =c-lognzi€(’)(logn).
=1 =1
<1

Es gilt P4 (n) = [n/logn], also C 4 € O(n).

8.4.2 Berechnung von Prifixsummen

Wir berechnen die Prifixsummen Zle a; (1 <k < n) aus den n gegebenen
Werten a1, ... ,a, (bzw. Produkt, Minimum, Maximum). Aus technischen
Griinden nennen wir die Eingabewerte an,an41,... ,02,—1; €S sei wieder
0.B.d.A. n = 2™. Das Verfahren besteht aus zwei Phasen. In der ersten
wird SUMME(ay,,. .. ,a2,+1) ausgefithrt. In der zweiten Phase werden aus
dem Ergebnis von SUMME und aus Zwischenergebnissen des Verfahrens die
Ef:n a; (n <k < 2n — 1) als Differenzen geeignet berechnet.
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Formale Beschreibung des Algorithmus

Eingabe: n Werte a,,... ,a2,_1; n = 2™,
Ausgabe: Die n Prifixsummen Ele a; fir 1 <k < mn.

PRAFIXSUMME(Gy,, - - - ,G27,—1)
1. Fiir j = m — 1 bis 0 fiihre aus:
2. Fiir alle 4 (29 < i < 29*! — 1) fithre parallel aus:
3 a; = ag; + agi+1
4 Setze b1 := a.
5. Fiir j = 1 bis m fiihre aus:
6. Fiir alle 4 (29 < i < 29+! — 1) fiihre parallel aus:
7 Falls 7 ungerade ist, setze b; := b;_1.
8 Falls 7 gerade ist, setze b; :== b: —2ai+1.
9. Das Ergebnis steht in b, ... ,by,—_1. ’

Durch Induktion lédsst sich leicht zeigen, dass byjy = a9 + ... + a9y ist
fir £40,...,27 — 1.

Komplexitit. Offensichtlich ist die Laufzeit in O(logn). Die Prozessoren-
zahl ist in O(n), es sind maximal n/2 Prozessoren gleichzeitig aktiv. Durch
Rescheduling kann die Prozessorenzahl wieder auf O(n/logn) bei Laufzeit
O(logn) reduziert werden, womit die Kosten wieder optimal sind.
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Beispiel.
09—6 a10—2 011—5 a12—7 a13—1 a14—4 a15—8
ag = 9 ag = 8
az =
\ o /
by = 36
3%~
as =16 > a3z = 36
b2 =16 36—20 b3 =20
AN AN
AN AN
16 \ 36 N\
N N
CL4=9€ 16—7 a5:16 a6:24€ CL7=36
b4 =9 b5 =7 be =8 36—12 b7 =12
\ \ \ \
9\ 16\ 24\ g\
v v v v

ag = 3 ag = 9 aijp = 11 ajlp = 16 ajg = 23 aiz = 24 ajq4 = 28 ais = 36
b8=3 b9=6 b10=2 b11=5 b12=7 b13=1 b14:4 b15=8

N / ~ / N / I Y

9—6 16—5 24—1 36—8

8.4.3 Die Prozedur LiST RANKING oder SHORT CUTTING

In einer linearen Liste (oder allgemeiner einem Wurzelbaum, in dem je-
des Element ¢ nur seinen direkten Vorginger kennt) sollen alle Elemente
das erste Element in der Liste bzw. die Wurzel kennenlernen. Dies kann in
O(logn), wobei n die Lange der Liste ist, bzw. in O(log h), wobei h die Hohe
des Wurzelbaumes ist, mit n Prozessen (n Anzahl der Elemente im Baum)
realisiert werden. Es sei VOR[root]=root.
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Formale Beschreibung des Algorithmus.

Eingabe: Lineare Liste bzw. Wurzelbaum der Héhe h mit n Elementen.
Ausgabe: Vorginger VORJ[i| fiir jedes Element 1 <4 < n.

L1sT RANKING(n, h)
1. Fiir j =1 bis [log k] fiihre aus:
2. Fiir alle i (1 <4 < n) fithre parallel aus:
3. Setze VOR]i] := VOR[VOR[]].

8.4.4 Bindroperationen einer partitionierten Menge mit K
Prozessoren

Gegeben. n Werte, die in p Gruppen aufgeteilt sind.

Problem. Mit K Prozessoren sollen die p Werte bestimmt werden, die
sich als Bindrverbindungen (also Summe, Minimum etc.) der Werte der p
Gruppen ergeben. Die Laufzeit soll ¢(n) sein, mit

[#] —1+logK, fallsn>K
t(n) € { logn, sonst.

Mit K > n Prozessoren konnen die p Bindrverbindungen wie iiblich in
O(logn) berechnet werden. Falls K < n ist, teile die n Werte in K Ab-
schnitte auf. Jeder Abschnitt erhélt einen Prozessor.

1 T I I%1 %1 T% (%]

\ \ \ \ \ \ \ ... Abschnitte
1 2 3 4 5 6 k

1 2 3 4 5 6 7 . p Gruppen

Die Werte eines Abschnitts gehoren entweder alle zu derselben Gruppe
oder zu verschiedenen Gruppen. Gehoren alle Werte zu derselben Grup-
pe, so wird die Bindrverbindung aus diesen berechnet, ansonsten, falls sie
zu m Gruppen gehoren, werden m solche Binédrverbindungen berechnet.
Alle diese werden mit den K Prozessoren jeweils sequentiell in hdchstens
[# ] — 1 Schritten berechnet. Gehéren alle Werte einer Gruppe zu demsel-
ben Abschnitt, so sind nach diesen [ ]—1 Schritten ihre Bindrverbindungen
endgiiltig berechnet. Fiir jeden Abschnitt sind jedoch héchstens 2 (bzw. 1)
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Ergebnisse noch nicht endgiiltig, sondern miissen mit anderen zusammenge-
fasst werden. Falls also fiir jede Gruppe G; (1 < i < p) die Anzahl der noch
zusammenzufassenden Teilergebnisse n; ist, so gilt

p
D ni <2K -2
=1

Ordne den Gruppen G; (1 <4 < p) jeweils | % | Prozessoren zu, dann kénnen
diese in logn; Zeit die endgiiltigen Ergebnisse bestimmen. Da n; < K gilt,
ist dies in log K. Die Anzahl an Prozessoren ist ausreichend, da

8.5 Ein paralleler Algorithmus fiir die Berechnung
der Zusammenhangskomponenten

Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V,E) mit V = {1,... ,n}. Be-
stimme durch einen CREW-PRAM-Algorithmus die Zusammenhangskom-
ponenten von G.

Idee. Zunéichst wird jeder Knoten als eine aktuelle Zusammenhangs-
komponente aufgefasst. Der Algorithmus besteht aus maximal [logn] Pha-
sen, wobei in jeder Phase gewisse aktuelle Zusammenhangskomponenten zu
neuen Zusammenhangskomponenten vereinigt werden. In einer Phase wird
zunichst fiir alle Knoten parallel die aktuelle Zusammenhangskomponente
(ungleich der eigenen) kleinster Nummer gewéhlt, die einen Nachbarkno-
ten enthilt. Dann wird fiir alle Knoten 4 parallel die aktuelle Zusammen-
hangskomponente kleinster Nummer gewéhlt unter allen zuvor gewéihlten
Zusammenhangskomponenten, die benachbart sind zu einem Knoten, der
in derselben Komponente wie ¢ liegt. Jede Komponente kann nun mit der
so bestimmten Zusammenhangskomponente kleinster Nummer zusammen-
gefasst werden. Da bei diesem Schritt Ketten von Zusammenhangskompo-
nenten entstehen koénnen, muss in einer anschliefenden Berechnung fiir alle
Zusammenhangskomponenten, die zuvor zusammengefasst worden sind, eine
gemeinsame neue Nummer bestimmt werden. Dies wird mit L1IST RANKING
realisiert. In jeder Phase wird die Zahl der aktuellen Zusammenhangskompo-
nenten, die echte Subgraphen von Zusammenhangskomponenten von G sind,
halbiert. Daher endet der ALgorithmus tatsichlich nach maximal [logn]
Phasen.
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Der Algorithmus ZUSAMMENHANG(G)
(Chandra, Hirschberg & Sarwarte 1979)

Eingabe: G = (V,E), V ={1,... ,n}

Ausgabe: Zu i € V steht in K[i] kleinster Knoten, der in derselben Zusam-
menhangskomponente wie ¢ in G liegt.

Datenstruktur:

e Array K der Liange n (K[i] enthidlt Nummer der aktuellen Zusammen-
hangskomponente, in der 7 liegt.)

e Array N der Linge n (N[i] enthilt die Nummer der aktuellen Zusam-
menhangskomponente kleinster Nummer, in der ein Nachbar von 3
bzw. eines Knoten aus K|[i] liegt).

ZUSAMMENHANG(G)

1. Fiir alle 7, 1 <4 < n fiithre parallel aus:
2. K[i] = i.
3. Fir £ =1 bis [logn] fiihre aus:
4 Fiir alle i (1 <4 < n) fiihre parallel aus:
5. N[i] :== min{K[j] : {3,j} € F und K[i] # K[j]}.
6 Falls kein solches j existiert, setze N[i] := K]i].
7 Fir alle i (1 <4 < n) fiihre parallel aus:
8 N == min{N[j] : K[i) = K[j], NIj] # K[j]}.
9. Fiir alle 7 (1 < i <n) mit N[N[é]] = K[i] fithre parallel aus:

10. NT[i] == min{NT[i], K[i]}.

11. Fiir alle i (1 <4 < n) fiihre parallel aus:

12. K[i] := NJi.

13. Fiir m = 1 bis [logn] fithre aus:

14. Fiir alle i (1 <4 < n) fithre parallel aus:

15. K[i] .= K[K][i]].

Komplexitit: Die Laufzeit ist in O(log? n): Schleife 3. hat Tiefe logn und
innerhalb von 3. werden mehrere Minimum-Berechnungen vom Aufwand
O(logn) vorgenommen. 13. ist eine Ausfithrung von LI1ST RANKING und
benétigt O(logn). Die bendtigte Prozessorenzahl ist zuniichst n2. Durch
Rescheduling kann diese auf [%1 gesenkt werden, womit die Kosten in

O(n?logn) sind. Dies ist nicht kostenoptimal.
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Beispiel. Wir betrachten folgenden Graphen:

(12—Q3)

Dann ist n = 14, [logn] = 4. Der Algorithmus ZUSAMMENHANG geht wie
folgt vor:

1. K=[12345678910111213 14]

3 =1

4. N=[947222371912111213]
7. N=1[947222371912111213]
9. N=[123222371911111213]
11. K=[123222371911111213|

(1)
@) ©)
w (12—13)
9): ® v D
®)
©) @
).
13. m=1

14. K=1[123222331111111112]



8.5. ZUSAMMENHANGSKOMPONENTEN 103

13.
14.

)
©
1
o
®
@
)
m =2

K=[123222331111111111]

Fiir m = 3,4 ergibt sich keine Anderung mehr.
=2
N=[123123232111111111
N=[212111222211111111
N=[112111221111111111
K=[112111221111111111
m=1
K=[111111111111111111]
Fiir m = 2,3, 4 ergibt sich keine Anderung mehr.
Fiir £ = 3,4 ergibt sich keine Anderung mehr.

[ S A A
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8.6 Modifikation zur Bestimmung eines MST

Der Algorithmus zur Bestimmung der Zusammenhangskomponenten kann
. o . . o 2
geeignet modifiziert werden, so dass er in O(log? n) Zeit mit n? bzw. [tog7 |

Prozessoren einen MST in einem gewichteten Graphen bestimmt.

8.6.1 Der Algorithmus

Gegeben. Graph G = (V,E), V = {1,... ,n} und Kantengewichte c;;
fir (i,7) € V x V, wobei ¢;; = oo, falls {3,j} ¢ E. Zusétzlich werden im
Algorithmus Datenstrukturen 7" und S benutzt. T ist ein Array, das die
zum MST gehorenden Kanten enthilt. S ist ein Array der Linge n, in dem
an der Stelle S[i] die Nummer desjenigen Knoten steht, der in derselben
Komponente wie 4 ist und eine Kante minimalen Gewichts zu einem Knoten
einer anderen Komponente hat. In dem Array N steht nun an der Stelle N|¢]
die Nummer desjenigen Knotens, zu dem es von ¢ aus eine Kante minimalen
Gewichts gibt und der in einer anderen Komponente als i liegt.

Im Algorithmus ZUSAMMENHANG werden die Schritte 4. - 12. ersetzt. Der
neue Algorithmus sieht damit aus wie folgt:

MST(G)
1. Fiir alle 4, 1 < ¢ < n fithre parallel aus:
2. KI[i] == 1i.
3. Fir £ =1 bis [logn] fiihre aus:
4. Fiir alle ¢ (1 <4 < n) fithre parallel aus:
5 Finde k € V mit K[i] # K[k] und
cik, = min{¢;; : 1 < j <n, K[i] # K[jl},
6. setze N[i] := k.
7. Fiir alle ¢ (1 <4 < n) fithre parallel aus:
8. Finde t € V mit K[i] = K[t] und
cinpg = min{cjnp) 1 < j < n, K[i] = K[j]},
9. setze N[i] := N[t] und S[i] :=t.
10. Fiir alle 7 (1 < i < n) fithre parallel aus:
11. Falls N[N[i]] = S[i] und K[i] < K[N[i]]:
12. Setze S[i] := 0.
13. Fiir alle ¢ (1 <4 < n) fithre parallel aus:
14. Falls S[i] # 0 und K[i] = i und cyp;j, 51 # 00
15. Setze T := T U {N]Ji], S[é]}.
16. Falls S[i] # 0:
17. Setze K[i] = K[N[i]].
18. Fiir m = 1 bis [logn] fithre aus:
19. Fiir alle 7 (1 < ¢ < n) fithre parallel aus:

20. Ki] :== K[K][i]].
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Beispiel. Wir betrachten folgenden Graphen:

Der Algorithmus geht nun wie folgt vor:

1. K:=[123456789]

3 =1
4. N:=[21234896 8]
7 N:=[21234896 8]

S:=[123456789

B
G\
@ 6
10. 5:=[023450789]
14. T .= {{1,2},{2,3},{3,4},{4,5}, {6,8},{7,9},{8,9}}
16. K:=[112346968]
B—
G\
@ ©
18. m=1
19. K:=[11123686 6]
18. m=2
19. K:=[11111666 6]

18. Fiir m = 3 und m = 4 ergibt sich keine Anderung mehr.
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Die Schritte 18-20 lassen sich wie folgt darstellen:

e m=20.
15 T2 T35 T4 s
6 85 9% 7
em=1
e m=2
o Ergebnis:
3. =2
4. N:=[66668415D5]
7. N:=[888885555]
S =

55555888 8]
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10. S:=[00000888 8]

14. T :=[{1,2{2,3}{3,4}{4,5}{5,8}{6,8}{7,9}{8,9}]

16. K:=[111111111]

18. Fiir m = 1 ergibt sich keine Verdnderung mehr.
Endergebnis:

n2
log2 n

8.6.2 Reduzierung der Prozessorenzahl auf

Idee. Schritt 4. bis 15. miissen jeweils nur fiir die Repréisentanten der
Komponenten ausgefiihrt werden, nicht fiir alle Knoten. Die Anzahl der
Komponzenten halbiert sich jedoch mindestens in jeder Phase. Bei Vorgabe
von [b'gl—2n'| Prozessoren wird der Algorithmus an zwei Stellen modifiziert:
1. Minimum in Schritt 4. und 7. wird mit nur féﬁ—n] Prozessoren aus-

gefiihrt;

2. nach jeder Phase wird die Adjazenzmatrix des Graphen neu aufge-
stellt, d.h. fiir alle Knoten 7 und j werden die Kanten {i,j} auf die
Reprisentanten der Komponenten von 7 bzw. j iibertragen.

Realisierung von 1. Bindroperation aus n Werten mit K Prozessoren.
Gegeben. n Werte aq,... ,a,.

Problem. Die Summe (bzw. Produkt, Minimum, etc) aus ay,... ,a, soll
mit K Prozessoren in Zeit O(t(n)) bestimmt werden, wobei

[n/K] —1+log K, falls [n/2] > K
logn, sonst.

tn) < {

Fir K > [n/2] ist das, wie bereits bewiesen, in O(logn) Zeit moglich.
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Sei K < [n/2]: Teile ay,... ,a, in K Gruppen auf, wobei jede Gruppe
[n/K] bzw. die letzte Gruppe n — (K — 1) - [n/K| Werte enthilt. Jeder
Gruppe wird ein Prozessor zugeteilt, der die Bindrportion der Werte seiner
Gruppe sequentiell in maximal [n/K | —1 Schritten bestimmt. Die Binirope-
ration aus diesen K Ergebnissen wird dann in log K Zeit mit K Prozessoren
parallel bestimmt.

Im Algorithmus ergibt sich dann eine Gesamtlaufzeit von

T(n) € O(% + logn - log k)

fiir die Schritte 4. und 7. mit K < [n/2]| Prozessoren: Da sich die An-
zahl der zu behandelnden Reprisentanten in jeder Phase halbiert und nach
¢ =logn — [log K| hochstens 2K Représentanten iibrig sind, gilt:

-1 logn—1
n
T(n) < Y (5] —1+logK)+ (log(5)
m logn—1
< f+logn-logK—log2K+ kz; logn — k

€ O(% +logn - log K).

Die letzte Ungleichung gilt, da > 22, 2% <2.

Realisierung von 2. Um die Adjazenzmatrix des Graphen nach jeder
Phase geeignet neu aufzustellen, werden die Knoten der Komponenten ent-
sprechend der Nummer ihrer Reprisentanten angeordnet und jeweils an den
Anfang einer solchen Knotengruppe ihr Représentant geschrieben. Zum Er-
mitteln der Eintrage fiir alle Reprisentantenpaare muss jeweils fiir jede Kno-
tengruppe die ODER-Verbindung der entsprechenden Eintrige berechnet
werden.

n
logZn
um die ODER-Verbindungen fiir alle Adjazenzen von Knoten der Kompo-
nenten zu bilden. Dies ist eine Binédrverbindung einer partitionierten Menge
und kann mit k& Prozessoren in O([%] — 1 + logk) berechnet werden (siehe
8.4.4)

Dafiir werden jeder Komponente K = | | Prozessoren zugeordnet,

Analog wie bei 1. ist die Gesamtlaufzeit iiber alle Phasen fiir die Neube-
rechnungen der Adjazenzmatrix mit K Prozessoren in O(% +logn -log K),
also bei K = [—2%—] in O(log®n).

logZn
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8.7 PARALLELSELECT: Parallelisierung von SELECT
zur Bestimmung des k-ten Elements aus n Ele-
menten

Das Verfahren PARALLELSELECT benutzt p Prozessoren (wobei p < n) auf
einer CREW-PRAM. Sei S die Menge der gegebenen n Elemente. Falls
|S| = n < 5 ist, wird das k-te Element durch Sortieren bestimmt. An-
sonsten wird S in p Teilfolgen der Linge hochstens [%1 aufgeteilt, und jeder
Prozessor bestimmt mittels SELECT in O([7]) das mittlere Element sei-
ner Teilfolge. Beachte, dass SELECT wieder ,ganz normal“ in Teilfolgen der
Lénge 5 unterteilt. Die mittleren Elemente bilden die Menge M, deren mitt-
leres Element m (d.h. das [%]—kleinste) durch einen rekursiven Aufruf von

PARALLELSELECT bestimmt wird. S wird dann wieder in Teilfolgen

Sc={z€S:2<m} und
Ss={z€S:z>m}

geteilt. (Voraussetzung sei wieder, dass alle Elemente verschieden sind.) Falls
|S<| > k ist, wird dann PARALLELSELECT rekursiv auf S< mit k aufgerufen,
ansonsten auf Ss. mit k—|S<|. Da PARALLELSELECT kostenoptimal arbeiten
soll, kénnen S und Ss nicht durch sequentielles Durchlaufen der Menge
S und Vergleichen mit m bestimmt werden. Stattdessen unterteilen die p
Prozessoren jeweils parallel ihre Teilfolgen S* (1 <4 < p) in

St ={z € S":z<m} und
SL ={z €S :z>m}.

S< und S5 werden dann aus diesen Si und Si> zusammengesetzt, indem
die Prozessoren gleichzeitig in verschiedene Positionen eines Arrays S. im
gleichen Speicher ihre S schreiben. Die Positionen werden zuvor mittels
PREFIX-SUMME berechnet.
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Formale Beschreibung von PARALLELSELECT(S, k; p)

Eingabe: S mit |[S| =n, k, p.

Datenstruktur: Arrays Sc¢ und S5 und M im globalen Speicher. Arrays
St, S und S% in den lokalen Speichern fiir 1 <i < p.

1. Falls n < 5:

2. Prozessor p; liest Folge S, sortiert S und gibt das k-kleinste Ele-

ment aus.

3. Falls n > 5 fihre aus:

4. Prozessor p; berechnet aus n und p die Zahl ¢ mit p = nl=*.

5. Fiir alle 7 (1 < i < p) fiihre parallel aus:

6. Prozessor p; berechnet (i—1)-|n¢] und - |n| —1 und kopiert
die Elemente aus S, die zwischen Position (i — 1) - [n¢] und
Position 4 - |[nf] — 1 stehen, nach S°.

7. Prozessor p; berechnet n' := n'=¢. |nf| und kopiert das Ele-
ment aus S, das an Position n’ 4 4 steht, nach S%, falls vor-
handen.

8. Prozessor p; fiihrt SELECT(S?, [4n*]) aus und schreibt das
Ergebnis m; an die i-te Position von M.

9. Prozessor p; berechnet p' := [|M|'*~¢] (beachte |M| = p = n'~%).

10. PARALLELSELECT(M, [%1; p') Ergebnis sei m.
11. Fiir alle ¢ (1 <4 < p) fiihre parallel aus:
12. Prozessor p; berechnet
Sz ={z € SZ: rx < m},|SZ<| =: a;
SL={z eS8 :z>m}|SL| =b.
13. PRAFIX-SUMME(ai, ... ,ap)
PRAFIX-SUMME(by, ... ,bp)
Die Ergebnisse seien Ay,... , A, und By,... ,B,.
14. Setze Ay = By = 0.
15. Fiir alle 7 (1 < i < p) fiihre parallel aus:
16. Prozessor p; schreibt Si< an die Positionen (4;_; + 1) bis 4;
von S< und S an die Positionen (B;_; + 1) bis B; von Ss.
17. Prozessor p; berechnet aus A, = |S<| die Zahl s; := |'A11,_e'| und
aus By = |55 | die Zahl sy := [B}*].
18. Falls |S<| > k fiihre aus:
19. PARALLELSELECT(S; k; 81).-
20. Ansonsten:
21. Prozessor p; berechnet k' := k — [S<|.
22. PARALLELSELECT(Ss; k'; s2).

Laufzeit. Die Laufzeit von PARALLELSELECT ist in O(n?), wobei p = n

1-¢

die Anzahl der Prozessoren ist.
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Schritt 1: o(1)

Schritt 4: o(1)

Schritt 6: O(n?)

Schritt 7: o(1)

Schritt 8: O(nt)

Schritt 9: o(1)

Schritt 10: t(n'-9), wobei t(n) Laufzeit
von PARALLELSELECT(n) ist.

Schritt 12: O(n*)

Schritt 13: O(logn'~)

Schritt 16: O(nt)

Schritt 17: o

Schritt 19: < ¢(3n + %

Schritt 21-22: < ¢(3n + %)

Die letzten beiden gelten wegen

Y 1-¢
Se<n— ety el o %n—l—T.

2

Denn wenn m das [%W—kleinste Element von M ist, so gibt es [|2M] Ele-
mente in M, die gréfler als m sind, und fiir jedes dieser Elemente existieren

[nf]-1

mindestens [-—5—] Elemente in S, die gréfler sind. Damit ergibt sich fiir
geeignete Konstanten cj, co:

1-¢

3
t(n) < ey -nb+t(n'=f) + t(Zn + nT) + ¢y - logn!' =t

Waihle Konstante c3 so, dass ¢s - log nt=t < cg-nf ist, und setze c4 := c3 + c1;
dann ergibt sich per Induktion iiber n:

3 nli—t
tn) < ern'te (@ e (Gnt =)
1 3 14
< aonlte —5onfde-(Gn)lte- (), dab<1
nt 4 4
g 103, 1
< ittt e
C4 2 3[
< 42+ 2+ (D)H.
< w2y

Fiir festes £ (0 < £ < 1) ist (2)¢ = 1 — ¢, wobei € > 0 ist. Das bedeutet, fiir
geeignetes ¢ und geniigend grofles n ist

cy4 2 3

0
— R <1
C+nzz+( )

Z =

und damit #(n) < ¢ - nt.
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Beispiel. Sein =17, p=4, k = 7. Gesucht: das 7.-kleinste Element.
Vorgehen des Algorithmus.

S:=1[2431221 76 13 2023 1414 15 16 2 22 19]

7.
S' = [24 3 12 21 19]
S§? = [76 13 20]
s3 [23 14 1 4]
st = [15 16 2 22]
8. M =[19 13 14 16]
9. p' =2
10. m = 14
11.
SL =1[3 12] S =124 21 19]
S2 =[7 6 13 52 = [20]
S2 =114 1 4] S3 =[23]
St =12] St =[15 16 22]
16.
S. = [31276 13141 4 2]
Ss = [24 21 19 20 23 15 16 22]

17. |S<| =9, |S>| =8, s1 =3, (32 = 3)

Aufruf von PARALLELSELECT(S<;7;3)

7.
st = [312 7]
Sh? = [6 13 14]
St = 1479

8. M'=[7 13 2]
10. m =7
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11.
S =[31 83t =[12]
512 = [6] S12 =13 14
SB3=1 4 2
16.
SL = 376142
Sl = [12 13 14]

20. |SL|=6<T7,K=7-6=1

113

PARALLELSELECT mit S1 = [12 13 14] und k = 1 liefert sofort

das Ergebnis:

Das gesuchte 7.-kleinste Element ist die 12.

8.8 Ein paralleler Algorithmus fiir das Scheduling-
Problem fiir Jobs mit festen Start- und End-

zeiten

Gegeben. 7 Jobs J; mit Startzeiten s; und Endzeiten t; (1 < i < n),

0.B.d.A. S; 75 Sj, t; 7é tj fiir ¢ 7é ]

Gesucht. Ein optimaler Schedule, d.h. eine Zuordnung der J; auf einer
minimalen Anzahl an Maschinen, so dass sich keine zwei Jobs auf derselben

Maschine iiberlappen.

Sequentiell kann das Problem in O(nlogn) Zeit wie folgt gelost werden:

1. Sortiere die s1, t1, S92, t2,... ,Sp, ty in nichtabsteigender Reihenfolge,

wobei t; vor s; kommt, falls t; = sj.
Schreibe sortierte Folge in Array U.
Setze £ :=1 und S[i] :=i fur 1 <7 < .
Fiir £ = 1 bis 2n fithre aus:

Falls U[k] = s;,

ansonsten, falls Uk] = ¢;
setze S[¢ — 1] := M[j] und £:=¢ — 1.

© NS oW

setze M[j] := S[¢], S[{]:=0und £:= ¢+ 1;

Dabei realisiert S einen STACK, auf dem die freien Maschinen liegen; Mj]

gibt an, welcher Maschine Job J; zugeordnet wird.

Die parallele Version des Algorithmus besteht aus drei Phasen.
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1. Phase. Die s;, t; werden mittels eines parallelen Sortieralgorithmus
sortiert und in ein Array U der Lénge 2n geschrieben. Fiir alle Jobs J;
wird parallel die Anzahl a; der Maschinen berechnet, die unmittelbar nach
der Startzeit von J; belegt sind sowie die Anzahl b; der Maschinen, die
unmittelbar vor Beendigung von J; belegt sind. Dazu wird ein Array L der
Linge 2n angelegt mit

Lik] = 1, falls U[k] Startzeit
| -1, falls U[k] Endzeit.

Wenn nun Z?Zl L[j] = pg fir 1 < k < 2n, dann ist

a; = Pk, falls U[k] Startzeit s; und
bi = pr+1, falls U[k] Endzeit ¢;.

2. Phase. Fiir alle parallelen Jobs J; wird der unmittelbare Vorginger
auf derselben Maschine berechnet (falls er existiert). Dies ist gerade der Job
Jy, der als letzter Job vor bzw. zum Zeitpunkt s; geendet hat und fiir den
a; = by ist.

3. Phase. Durch List Ranking wird der erste Vorginger eines jeden Jobs
J; auf derselben Maschine berechnet und den Jobs die entsprechende Ma-
schinennummer zugeordnet.

Zum Schluss enthilt M[i] die Nummer der Maschine, der der Job J;
zugeordnet wird. Die Schritte 3. bis 20. entsprechen der ersten Phase, die
Schritte 21. bis 26. der zweiten Phase und 27. bis 31. der dritten Phase.

Der Algorithmus benétigt O(logn) Zeit bei % Prozessoren, ist also nicht

kostenoptimal.
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Formale Beschreibung des Algorithmus PARALLEL SCHEDULING
(Dekel & Sahni 1983)

Eingabe: n Jobs J;, Startzeiten s;, Endzeiten ¢; (1 <i < n).
Ausgabe: M[i] enthilt Nummer der Maschine, der Job J; zugeordnet wird.

Datenstruktur: Arrays U und L der Liange 2n.

PARALLEL SCHEDULING

1. Fir alle 7 (1 < ¢ < n) fithre parallel aus:
Setze Uli] := s; und Uln + 4] := ;.
3. Fiir alle 4, j (1 < 1,5 < 2n) fiihre parallel aus:

N

4. Falls U[i] < U[j], oder U[i] = U[j] und U[i] Endzeit, U[j] Start-
zeit:
5. Setze Tij ‘= 1,
6. ansonsten
7. setze r;; := 0.
8. Fir alle j (1 < j < 2n) fithre parallel aus:
9. Berechne T1(5) := Y27 74,
10. setze U[IL(j) + 1] := U[j].
11. Fir alle £ (1 < k < 2n) fithre parallel aus:
12. Falls U[k] Startzeit:
13. Setze L[k] :=1,
14. ansonsten
15. setze L[k] := —1.
16. Berechne pj, = 211;1 L[¢).
17. Falls U[k] = s;:
18. Setze a; := py,
19. ansonsten, falls U[k] = t;
20. setze b; 1= py + 1.
21. Fiir alle i (1 < i < n) fithre parallel aus:
22. Finde k mit ¢t = max{t; : t¢ < s;,bp = a;}.
23. Falls k existiert:
24. Setze VOR[i] := k,
25. ansonsten
26. setze VORJ[i] := 1.
27. Fiir alle £ =1 bis [logn] fithre aus:
28. Fiir alle ¢ (1 < i < n) fithre parallel aus:
29. Setze VOR[i] := VOR[VOR][i]].

30. Fir alle i (1 <14 < n) fiihre parallel aus:
31. Setze M[i] := ay g



KAPITEL 8. PARALLELE ALGORITHMEN

116

Beispiel.

8
6

7
7

1 23 45 6

5 01 2 4 3

1

8

8 45 79 6 10 12

t;

Vorgehen des Algorithmus.

(0124376845796 10 12

U=

2.

0.

123 456 7 89 10 11 12 13 14 15 16

100000O01T171

0
1
1
1
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

1

2101111111

3100111111

4100011111

51 000O0O01T11

6100010111

0
0
0

70000O0O0O0O01

8 000 0O0O01O0T1

Tij H

900 0000O0O0O0°0O0
101 0 001 0111

0
0
0

1 10 0 0 0 0 1 11

12 0 0 0 0 0 01 01

13 00000 O0O0O0DO0

14 0 0 000 0111

0
0

150 0 000 0O0O00O0

16 0 0 0 0 00O 0O

9. M=701253119 124 6 10 13 8 14 15]

7.0U=[01234455667789 10 12]

11 -1 -1 -1 —1]

11

9.L=[1111-11 —-11

41234444
44443421

aj
bj:

11.

14. VOR=[3 23 4 2 6 4 6]

15. £=1.

(L2¢—5 (a1 (68

(31
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19.
M, Jo Js
M, J3 J1
M3 J4 J7
M, Je Js
\ \ \ \ \ \ \ \ \ \

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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